CAPES de Mathématiques, novembre 2013

Premiere composition

Correction proposée par G. Dupont.

Probléme 1 : Nombres irrationnels

Partie A : Quelques exemples de nombres irrationnels

I.A.1. Soit n un entier naturel. Démontrer que si /n n’est pas entier, alors il est irrationnel.

Supposons qu'il existe (p, q) € N x N* tels que /n = L{;. On a alors

(1) p? = ng>.
Considérons les décompositions en facteurs premiers de p et ¢ :
i _ b;
p=]]r a=]]2
iel il
olt {p;};c; est un ensemble de nombres premiers deux a deux distincts et olt a;,b; > 0 pour tout ¢ € I. Alors
il suit de (1)) que
2(a; —b;
n = le (a )

i€l

Vn = le(ai—bri) e N.

iel

et donc

I.A.2. En déduire que si p désigne un nombre premier, alors ,/p est irrationnel.
D’apres la question précédente, il suffit de montrer que /p € N. Mais si /p € N, alors p = ,/p,/p et donc
p est divisible par 1,,/p et p. Or p étant premier, il est distinct de 0 et de 1 donc ces trois diviseurs sont

distincts. Ainsi, p admet strictement plus de deux diviseurs, une contradiction. O
I.A.3. Démontrer que % est irrationnel.
Supposons qu’il existe (p,q) € N x N* tels que % = %. Alors
In2
ns_p < qln2=pIn3
In3 ¢
o eqln2 _ 6plnS
=21=3
Sq=p=0,
une contradiction. 0
I.A.4. On rappelle que e = ',:;X(; % On se propose de démontrer que e est un nombre irrationnel.

Pour cela, on fait I’hypothése qu’il existe p et ¢, entiers naturels non nuls, tels que ¢ = % et on
démontre que cette hypothése conduit 4 une contradiction. Pour tout entier naturel, on pose :

n 1 1
unzzy et Un:un+n-n!'
k=1




I.A.4.1 Démontrer que les suites (u,)nen €t (v,)nen sont adjacentes, puis montrer que

Ug < e < vg.

On commence par remarquer que la suite v, n’est pas bien définie en n = 0. Ceci ne pose cependant pas de
probleme pour la suite. Nous allons donc montrer que les suites (up)nen €t (vn)n>1 sont adjacentes.
Pour tout n € N, on a

1
Up4+1 — Un = m >0
donc (up)nen est une suite strictement croissante.
Pour tout n € N*, on a
1 1
Ut = Un = (tngs = ) n+1)-(n+1)! n-n!
1 1 1

I DR (B o s Ry
_n(n+1)+n—(n+1)?
- ono(n+1)-(n+1)!
1
n-(n+1)-(n+1)!
<0.

Ainsi, (vp)n>1 est une suite strictement décroissante.
Pour montrer que les suites sont adjacentes, il suffit alors de montrer que la suite (u, — v,) tend vers 0.

Or pour tout n € N*,
1

n-n! n—oo

Ainsi, (uy,) et (v,) sont deux suites adjacentes. Elles convergent donc vers la méme limite £ € R. Or on
sait que (u,) tend vers e donc v, tend aussi vers e. Puisque (u,,) est strictement croissante, tous ses termes
sont strictement inférieurs & sa limite. De méme, puisque (v,,) est strictement décroissante, tous ses termes
sont strictement supérieurs a sa limite. En particulier,

0.

Up — Un =

Uqg < € < Vg.

O
1.A.4.2. Aboutir 4 une contradiction en multipliant les termes de cet encadrement par ¢! - q.
Ug<e<vySq-q-u<g-qgl-e<qg-q -y,

Sq-q¢u<p-qg<q-q-us+1

Mais
.ql - — 1
q-q! uq—qzk! €N,
k=0

donc p - ¢! est un entier compris strictement entre deux entiers consécutifs, une contradiction. O

Partie B : Une preuve de l’irrationalité de

On se propose ici de démontrer que le nombre 7 est un nombre irrationnel. Pour cela, on fait

I’hypothése qu’il existe a et b, entiers naturels non nuls, tels que 7 = { et on démontre que

cette hypothése conduit 4 une contradiction. Etant donnés un entier naturel non nul n et un

réel x, on pose :
n — br)"
Py(z) = M et Py(z) = 1.
n!



Etant donné un entier naturel n, on pose :

I, = /07T P, (x)sin(x)dx.

1.B.1.1. Pour un entier naturel non nul n, exprimer la dérivée de P, et fonction de P,_;.
Soit n > 2.
1
Pl(z) = = [na" " (a — bx)™ — nbz"(a — ba)" "]
1
(n—1)!
= (a — 2bx)Pp_1(x)..

(a — bx)

2" a - bx)”_l} — b [

Etsin=1,o0na

P{(z) = a— 2bx = (a — 2bx) Py(x).
Ainsi,
(2) P (xz) = (a —2bz)P,—1(z), VYn e N*.

I.B.1.2. Calculer sup,¢(o -] |P(z)| en fonction de a, b et n.

La fonction polynomiale P, est continue sur [0, 7], elle est donc bornée et atteint ses bornes sur [0, 7r]. Ainsi,
ce sup existe et est un max. D’autre part, pour tout n € N*, P, (z) = %x"(a — bx)™ donc P, est positif sur
[0, 7] et strictement positif sur ]0, 7[. Puisque, P,(0) = P,(7) = 0, P, atteint son maximum en x¢ €]0, 7| et
en ce point, on doit avoir P/ (zg) = 0, et donc d’apres , on a (a — 2bxg)Py—1(x0) = 0. Or P,_1(xg) >0

donc a — 2bxg = 0, c’est a dire xg = Z. Ainsi
) 2 )

T 1 [a?\"
Poa) =P, (Z) == (2 .
s @l =r(5) =5 ()

O
1.B.1.3. Montrer que
vneN, VreR, P, (% — 33) = P,(x).
Soit n € Net x € R. Si n =0, P, est constant et le résultat suit directement. Sinon,
a 1 ra n a n
P(G=o) =G 2) (a2 (5-2))
;7 1\ 7 a—>b .
11 n n
= (a —bx)" (bx)
1 n n
= (a —bx)" (x)
= P,(x)
O

1.B.1.4. Montrer que
vneN, I,>0.

On a vu que P,(x) > 0 sur [0, 7] et on sait que sin(x) > 0 sur [0, n]. Ainsi, f : © — P,(z)sin(z) est positive
sur [0, 7]. Il s’ensuit que

I, = /OTr f(z)dz > 0.
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Puisque f est continue et positive, on sait (et on le remontrera en I1.C.2.2) que I,, = 0 si et seulement si f

est nulle sur [0, 7. Or
2\ n
13 =n @)= G)=u(5) =0

Ainsi, I, > 0. O

n
I.B.1.5. Aprés avoir justifié que la suite de terme général 7; (%) tend vers 0, démontrer la

convergence de la suite (I,,),ecny et déterminer sa limite.
Par croissances comparées, il existe un rang N € N tel que (a?)" < n! pour tout n > N. Ainsi, pour n > N,

on a
2\ "
(e o 7
Sal\1h) T (@) e

Pour tout x € [0,7], on a 0 <sin(z) <1et 0 < P,(x) < % (Z—Z) . Ainsi,

™1 (a2\" 7w [(a*\"
<< | =(%L) =2 (& . 0.
0= _/0 n! <4b> n! < b) n—s00 0

11 s’ensuit que (I,)nen converge vers 0. O

. . 2 n
Ainsi, 7 (Z—b) tend vers 0.

I.B.2. En distinguant les trois cas suivants, démontrer que Py(Lk)(O) et PT(Lk) (%) sont des entiers
relatifs.

I.B21.0<k<n—1.
k
(@) =P (§ — ),
et ce, quel que soit k € N. Il suffit donc de montrer le résultat pour piF )(0) ou pour P( )(%) Nous utiliserons
aussi cette remarque en 1.B.2.2.
En abusant 1égerement des notations, il suit de la formule de Leibniz,

p(k) n' Z ( ) _ bx)n)(k—l) '

Mais pour tout I € {0,...,n—1}, (2")® = (nfl)lm”_l donc ((m")(l))mzo = 0. Ainsi, tous les termes de la

sommation dans P.*) (2)(0) sont nuls et donc p (2)(0) =0. O

On commence par remarquer que puisque P, (z) = P, (3 — x) pour tout z € R, on a P

I.B.22. n<k<2n-—1.

On nous propose d’utiliser la relation entre P,gk)(O) et le coefficient de z* dans P, (z). Si on écrit P,(z) =
ZZ:O arz® ol d est le degré de P, (qui est égal & 2n), une récurrence immédiate montre que Pﬁk)(O) = k!-ay.
Il s’agit alors d’identifier le coefficient de z¥ dans P, (), ce qui s’obtient par le biais du binéme de Newton
appliqué a (a — bx)™. Cependant, puisque nous I'avons déja utilisée & la question précédente, nous allons
préférer ici utiliser la formule de Leibniz.

On a
k
1 k ny(k=D)
= Z <l> (a —bx)™) .
1=0
Donc
k
k k-1
(k) <Z (l) (z) (a — bx)n)( ))

=0 |z=0

Nous avons vu a la question précédente que (( )) = 0 pour tout [ < n. D’autre part, (:r”)(l) = 0 pour

tout [ > n puisque z™ est de degré n. Ainsi, le seul terme qui subsiste dans P,(Lk)(O) est celui correspondant



al=n et dans ce cas (z")) = nl. Alors

0= (o)

Puisque 2n — k > 0 et Kk —n > 0, chacun des facteurs est entier et donc Pﬁk) (0) € Z. O

I.B.2.3. k> 2n+ 1.
P, est un polynome de degré 2n donc ses dérivées d’ordre k avec k > 2n + 1 sont nulles. Ainsi, p¥ (£) =0
pour tout z € R. O

1.B.3.1. Démontrer que pour tout entier naturel n, I, est un entier relatif. On pourra procéder
par intégrations par parties successives.

I—/P ) sin(z)dx

= [~ Py () cos(z)]) + /OTr P} (x) cos(z)dx
= P,(m) + P,(0) + /OTr P! (z) cos(z)dx
_ /OF P! (z)cos(z)dz ( car Po(0) = Py(r) = 0)

= [P} (z) sin(z / P () sin(z)dzx

(Pr)sin@)f - [ PP (@)sin(e)da
=_ /7T P2 () sin(z)dx
0

[P,(f)( cos(z /P(?’) ) cos(z)dx

~P@)(m) - p,52><o> - [ PP costaya,
0

On continue ainsi 'intégration par parties jusqu’a obtenir une intégrale de la forme foﬂ P,(Lk)(x) cos(z)dzx avec

k> 2n+1 et on a ainsi écrit I, comme combinaison linéaire entiere de Py(Lk)(O) et de quk)(ﬂ'), lesquels sont
entiers d’apres la question 1.B.2. O

I.B.3.2. Conclure quant a I’hypothése m = 3.

D’apres la question 1.B.3.1, (I,,)nez est une suite d’entiers et d’apres la question I.B.1.5, I, tend vers 0 quand
n tend vers l'infini. Ainsi, la suite est nécessairement stationnaire en 0, c’est a dire qu’il existe N > N tel
que I, = 0 pour n > N. Or on a montré en 1.B.1.4 que I,, > 0 pour tout n € N, une contradiction. Ainsi, la
seule hypothese que nous avons effectuée, a savoir que m = ¢, est fausse. (]

Partie C : Développement en série d’Engel et applications



I.C.1. Soit (ay)nen une suite croissante d’entiers telle que ay > 2. Démontrer que la suite (S, )nen
définie par :

vneN, §S,= _—
ag - - ag

E
[}
—_

est convergente de limite inférieure ou égale a

ag — 1 )
< ai pour tout [ > 0. Donc pour tout £ € N, on a
(0]

1 (1)k+1
— <[ — .
ao...ak_ ag

1

La suite (a,) étant croissante, on a -

Ainsi, pour tout n € N, on a

IN
bl
I 3 |
o
7N
Sl= =
~_ .
>
+
=

k=0

1 +oo<1>k
<7 J—
aok:O ap
1 1
T ay 1-1/ag
1
_ao—].7

la série géométrique de raison 1/ag étant convergente puisque 1/ag < 1/2 < 1.

Puisque (S,,) est la suite des sommes partielles d’une série & termes positifs, elle est croissante. Puisqu’elle
1

est majorée par a01—1 elle converge vers une limite finie qui est donc inférieure ou égale a P O

Si = désigne la limite de la suite (S, )necn, on dit que = admet un développement en série de
Engel. On notera x = [ag,...,an,.. .|

I.C.2. Soit z €]0,1]. On définit deux suites (z,)nen €t (a,)neny €n posant zg =z et :

1
Vn € N, anzl—l—E() et zp41=apzr, —1

mn

ou F désigne la fonction partie entiére.

I.C.2.1. Démontrer que les suites (z,)nen et (an)nen sont bien définies.
Il s’agit de montrer que z,, # 0 pour tout n € N. Nous allons montrer par récurrence sur n que z,, > 0. Si
n =0, on a g = x > 0. Montrons maintenant que s’il existe un rang n tel que x, # 0, alors nécessairement

Tpt1 7 0. On a
1 1
Tpgl =apTp — 1=z, (1 4+ FE p —1l=z,+z,F o —1.

Mais par définition de la fonction partie entiere, on a

1 1 1
EF() < <<E'(> + 1.
T Tn Tn



En multipliant par z,,, on obtient

1 1
B () <l<az,F () + z,.
Ty Ty

1
0<z,F () +xn —1=2p41,

n

et donc

ce qui prouve 'hérédité. Ainsi, 2, > 0 pour tout n € N et donc les suites (an)nen €t (2, )nen sont bien
définies. O

I.C.2.2. Montrer que la suite (z,),cy est décroissante.
On a montré & la question 1.C.2.1 que x,, > 0 pour tout n € N. Ainsi, (x,) est décroissante si et seulement

si 224 <1 pour tout n € N. Or
n 1 1 1
Tl _ 1E< ) 1

Tn Tn

car E(a) — a < 0 pour tout réel a. O

1.C.2.3. Montrer que (a,),cn est croissante et que ag > 2.

La fonction z — % est décroissante sur R* et la fonction E est croissante sur R. Puisque la suite (z,)nen

est décroissante a valeurs dans R et que a,, = E (i) + 1, pour tout n € N, la suite (a,,) est croissante. En

1
a01+E<x)

maisa:ﬁldonc%zletdoncE(%)ZletaOZQ. O

outre,

1.C.2.4. En reprenant les notations de la question 1, démontrer que
x
VneN, x=8,+ L
a/O DRI an
En déduire que r admet un développement en série de Engel.
Montrons par récurrence sur n € N que

Tyl
r=25, + —*
ag - Qp
Pour n =0, 0on a
X1 1 1
50+f:—+—(a0x0—1):x0:x.
ao ag ao
Supposons maintenant que n est un entier tel que
Tn41
r=25, + —*
ag - Qp
Alors ) )
Ln42 Ap4+1Tn+1 — Tn+1
Sn+1+ B =S, + + B = =S, + = =,
g At G +Gn41 A0 Gnyl ag - an
d’ott ’hérédité. Ainsi,
Tn+41
=8, +—— VneN.
ag - Qp
La suite .S,, converge d’apres la question I.C.1 et on note s sa limite, qui admet le développement en série
de Engel s = [ag, ..., an,...]. D’autre part, pour tout n € N, on a
x x
0< n+1 < 31
ao ... an a/g
car (z,,) est décroissante et (a,) croissante. Or aj ™ ——— 0 donc
n—ro0
. Tn+1
r= lim S, + it g

n—» 00 ag - Gp



et donc = = [ag,...,an,.. .| O

I.C.3. On suppose qu’il existe deux suites distinctes d’entiers (a,)nen et (b,)nen telles que ag > 2,
bo > 2et:

Vn € N, [ao,...,an,...}: [bo,...,bn,...].
On pose ng =min{n € N | a,, # b, }.

I.C.3.1. Montrer que [ang,---,Gny---] = [Dngy---s0ny-- )

[G‘Oa"'aanwu}: [bo,..., @Zao _Zbo

no—1 no—1 1 “+o0 1
2_:@0 kz ag - - ag kz_:bO"'bk ZbO' bi,
no =0 k—no
> * = +
mpaoar S agec-ap mpapccag S bo - by
+o0o 1 +oo 1
= =
,;: ao -+ - Zbo bi
no k=no
1 = 1 1 R |
N _
o+ Apg—1 [ Ang "+ Ak bo - bpy—1 = bpg - br
1 = 1 1 =1
= =
ag .ano_l P ano cee Ak CLO"'a’no—l k=nq bno bk
o0 1 400 1
Rt =
k;o QAng *° - A k;() bno bk
= [G/no, s Qpyee ] - [bno7 bna }
O
I.C.3.2. Démontrer que si z = [ag,...,an,...] alors oz — 1 < z et en déduire que ap =1+ F (%)

+oo 1

Six=>) ", o alors

400

= 1 1
ar—1=1+y ———1=)_
k=1a1...ak

a CEREEY a ’
o 20+1 k+1

1

Mais (an)nen est croissante donc < ai pour tout ¢ € N et donc

SR

k=0

+oo

aox—lzz

k=0

ap4+1 - Ak4+1

Onaagpr—1<zdoncay <1+ % D’autre part, z = % + Z::{ a1~~1~ak > a% car les a,, sont positifs pour
tout n € N. Ainsi, ag > % Il s’ensuit que

1
Q0§1+E<ao+1-

1 1
aOE(1+)1+E(>.
X xr

Puisque aq est entier, on a donc



O

I1.C.3.3. En déduire "unicité du développement en série de Engel d’un réel donné dans l’inter-
valle 10, 1].

Soient [ag, ..., an,...] €t [b,...,by,...] deux développements distincts en série de Engel de  €]0, 1]. D’apres
la question 1.C.3.1, on peut supposer sans perte de généralité que ag # by. Mais d’apres la question 1.C.3.2
appliquée respectivement aux deux développements, on a

1
(Io:l-i-E(x) = b,

une contradiction. O

I1.C.4. Déterminer le réel dont le développement en série de Engel est associé a :
I.C.4.1. une suite (a,),cn constante égale a ¢, avec ¢ > 2.
SIS
= 207k T\ €
1 f (1>k
Cc c
k=0

11
Ccl—1/c
_ 1
S e—1'
Ainsi,
1
CyrrnyCy. ]_cfl'
O
I.C.4.2. la suite (a,)n>0 définie par a,, =n + 2.
k:0a0-~ak k:O2.3.”(k+2)
S PR
B ]
k:O(k—i—Q).
_ZH_
k=0
=el -2
Ainsi,
[2,3,4,...,n+2,..]=e—2
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I.C.4.3. la suite (a,)nen définie par a, = (2n+ 1)(2n + 2).

+oo 1

1 w—
Zng(1-2)(3~4)-~-((2k+1)-(2k+2))

k=0
C = (2k+2)!

=
[}

Ainsi,
[2,12,...,(2n+1)(2n 4+ 2),...] = cosh(1) — 1.

I.C.5. Déterminer le développement en série de Engel du nombre cosh(y/2) — 2.

+°0\/§2k
Z( )

cosh(v2) = 2h)!

Soit alors (ay)nen définie par

et

a’ﬂ )
2
Alors pour tout £k € N, on a
1 4 2 2 2k+2

ap-ax 4 56 (2k+1)+1)2(k+2)  (2(k+2)

Ainsi,

O

I.C.6. Démontrer que z €]0, 1] est rationnel si et seulement si la suite (a,,),cn de son développement
en série de Engel est stationnaire. Pour le sens direct, on pourra commencer par procéder a la
division euclidienne de z par son numérateur.
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Supposons d’abord (a,)nen stationnaire et fixons un entier a et un rang N € N tel que a,, = a pour tout
n > N. Par croissance de (a,), on a donc a > ag > 2. Alors

—+oo +oo
1 1 1
Do =St e )
0 aop ag ap an 0 aAN+1 AN+E
+oo k
1 1
st E )
ao...aNkzo a
1 1
= SNn—
N1+a0~-~aN1—1/a
a
=Syt ——
ag---aya—1

mais Sy_1 est rationnel comme somme finie de rationnels et ’autre terme est rationnel comme produit de
rationnels. Ainsi

+oo
1
E — Q.
a DRI a
k=0 Y k
Pour la réciproque, posons
—+oo
Z 1
xr = —_—
a DY a
o @0 k

et supposons qu'il existe (p,q) € N x N* premiers entre eux tels que = = %.

On écrit g=bp+r avecbe Net 0 <r <p— 1. Alors il suit de la question 1.C.3.2 que

1 b
%:1+E(x):1+E<p;T):1+b

Alors

xlzaoxo—lz(l—l—b)( P )—1:;;7; Zl

bp+r -
avec 0 < p1 < p.
On écrit alors ¢ = byp; + r1 avec 0 < r; < p; < p. Mais alors

m=1+E(1):1+E(MM+ﬁ>:1+M
x1 n

Par récurrence, on voit que pour tout i € N, a; = 1 + b; ou b; est le quotient de ¢ par un entier p; tel que
0 < p; < p. Puisqu’il n’y a qu'un nombre fini de tels p;, le nombre de quotients b; est lui-méme fini. Ainsi,
la suite (a,)nen prend ses valeurs dans un ensemble fini, elle est donc bornée. Puisqu’elle est croissante, elle
converge. Or (a,)nen est & valeurs entieres, donc elle converge si et seulement si elle est stationnaire. O

Fin du premier probleme.
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Probleme 2 : Statistiques et probabilités

Partie A : Deux indicateurs de dispersion

Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul et (z1,...,z,) un n-uplet de réels. On
définit sur R les deux fonctions G et L par :

II.A.1. Minimisation de G

ITI.A.1.1. En écrivant G(z) sous la forme d’un trinéme du second degré, démontrer que la
fonction G admet un minimum sur R et indiquer pour quelle valeur de z il est atteint.
Pour tout x € R, on a

G(z) = ng — 2xx + 22,
i=1

Donc
n
G'(x) = Z 2z — 2x;
i=1
et
G"(z) =2n>0.
Ainsi
n 1 n
G () :O@Z;(x—xi) =0ez= EZ;L
et par positivité de G”, la fonction G admet un minimum en T = % Yo @i O

II.A.1.2. Que représente d’un point de vue statistique la valeur de = trouvée a la question 1.17
T = % Yo, x; est la moyenne arithmétique des w;. O

II.A.2. Minimisation de L. On supposera dans cette question que la série est ordonnée, c’est a
dire que ©1 < a5 < --- < x,.

I1.A.2.1. Représenter graphiquement la fonction L dans le casoun =3, 1 = —2, x5 = 3 et z3 = 4.
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8
7
6
5
4
3
2
1
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
O
I1.A.2.2. Représenter graphiquement la fonction L dans le cas oun =3, z1 = -2, 10 =2, z3 =4
et x4 ="1.
9
8
7
6
5
4
3
2
1
-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8
O

I1.A.2.3. Démontrer que la fonction L admet un minimum m sur R et indiquer pour quelle(s)
valeur(s) de z il est atteint. On distinguera les cas n pair et n impair.

Pour tout i € {1,...,n}, on pose L;(x) = |z — z;|. Alors pour tout z € R, on a
Li(z) = e;(x)(z — x;)
ot ¢(x) = —1si & < x; et ¢(xr) = 1si > z;. Chaque L; est continue et affine par morceaux. Ainsi,

L =3"" | L; est continue et affine par morceaux. Plus précisément, on a

n

L(z) = Z ei(x)x + bi(x)

=1
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ol b(z) =Y i, €(x)x;.
L’application L est affine sur chaque intervalle, le coefficient directeur est donné par

e(xz) =card{j | x; <z} —card{j | z; > z}.
1

n
i=
L’application Z?:l €; étant croissante de —n a n, la fonction L admet un minimum en tout point x tel que
€;(x) =0, c’est & dire en tout point x tel que
card{j | z; <} =card{j | z; > z}.
Si n est impair, n = 2p 4 1, le minimum est donc atteint en x,. Si n est pair, n = 2p, le minimum est
atteint en tout point de l'intervalle [z, zpt1]. O

2.4. Que représentent d’un point de vue statistique les valeurs de x trouvées a la question 2.3 7
Ce sont les valeurs médianes de la série {z1,...,z,}. O

Partie B : Théorie de l’information, le cas discret.

On se place dans cette partie dans un espace probabilisé (2, A, P). Etant donné un entier naturel
non nul n, on considére un systéme complet d’événements A = {4;,...,A,} de probabilités
respectives (pi,...,p,) toutes non nulles. On définit ’entropie de ce systéme par le nombre

H(A) = - pelup.
k=1

Ce nombre quantifie I’incertitude, tandis que son opposé quantifie la quantité d’information.
L’entropie doit étre maximale lorsqu’aucune hypothése ne peut étre privilégiée.

I1.B.1. Deux exemples. On se place ici dans le cas n = 4. Quatre chevaux sont au départ d’une
course, et on note A; ’événement : < le cheval numéro i remporte la course ». Calculer dans
chacun des cas suivants I’entropie du systéme

II.B.1.1. P1 = P2 = P3 = P4. 4
A étant un systeme complet d’événements, on a )., p; = 1. Ainsi, p; = 1/4 pour tout i tel que 1 < i < 4.
Alors

H(A) = —4- 1 <1) = In(4) = 2In(2).

4 4
O
ILB.1.2.pr =g, p2 =5, P3= 1, D1 =3
1 1 1 1 1 1

_ 32 ;2 In2

4 2 2

= £1n2.
O

II.B.2. Cas n = 2. On considére un systéme complet A = {A;, A3} et on pose p; = p, py =
1 — p. Démontrer que ’entropie est maximale lorsque les deux événements A; et A, sont
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équiprobables.
Soit
b 10,1] — R
’ x = —zln(x)—(1—2)n(l —z).
On a alors H(A) = h(p).
h est deux fois dérivables sur ]0, 1] et on a
K(r)=-1-1In(z) +1+1In(1—x)
=1In(1 —z) — In(x)

()

Donc h/(z) = 0 si et seulement si z = 1 et puisque

L 1<0
l—-z =z

h//(CL‘) _

pour tout = €]0, 1], h atteint son maximum en z = 1. Autrement dit, H(A) est maximale quand p=1. O

11.B.3. Cas général.

I11.B.3.1. Un résultat préliminaire : I’inégalité de Jensen.
Soit f une fonction a valeurs réelles définie sur un intervalle /. On dit que [ est convexe si :

V(z,y) € I, VA€ [0,1],  f(Az+ (1= Ny) < Af(2) + (1= A)f(y).

On considére une fonction convexe f sur I, (z1,...,2,) € I", (A1,...,\,) € R avec Y ;. Ay = 1.
Démontrer que

f (Z )\kxk) <Y NS ()
k=1 k=1

On pourra procéder par récurrence sur n, en remarquant que si A\, # 1 :

n n—1
A
D Xk = Anzn + (1= M) (Z : 7’3 xk> :
k=1 n

k=1

On le montre par récurrence sur n. Sin = 1, il n’y a rien & montrer. Si n = 2, ¢’est précisément la définition de
la convexité. Supposons donc qu’il existe une rang n > 2 tel que la propriété est vérifiée au rang n. Montrons
qu’elle est vraie au rang n + 1.

On a

n+1
oy
f (1; Ak%) =f (An+1xn+1 + (1= Ag1) Z 1_)\"“%)

ou l'inégalité provient de la propriété au rang 2.
Mais Y7 A =1 — \p41 donc

Alors, d’apres I’hypothese de récurrence,

! (Z 1—A+“”> <l @)

i=1 =1
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Ainsi,

n+1 n n+1
f (Z AMk) <At f(@ng) + D Naf (@) = Y A (w2).
k=1 i=1 =1

0

I1.B.3.2. On admet le théoréme suivant : Si f est deux fois dérivables sur I, f est convexe si et
seulement si f” est positive sur I. Démontrer que la fonction z — xInz est convexe sur |0, 1].
Soit f : x + xlnx. Alors f est deux fois dérivables sur 0, 1[ comme produit de fonctions C*> sur R* . En
outre f'(z) =1+ 1nz et

1
")==>0
f(e) =
pour tout x € R¥. Ainsi, f est convexe sur R et a fortiori sur |0, 1[. d
I1.B.3.3. Montrer que H(A) < Inn. Conclure.
On note toujours f : x — zlnx. Alors
1 1
—H(A)==) —f(pk)
n —n

Mais f est convexe sur ]0,1[, py €]0,1[ pour tout 1 <k <net > ;_, %L = 1. Ainsi, il suit de I'inégalité de

Jensen que
n n A
f (Zim) < Z%f(pk) = HEL )
k=1

k=1

Or, A étant un systéme complet d’événements, on a y ,_; pr = 1 et donc

(i) (E0) 1))

Ainsi,
Inn H(A)
—— < - )
n n
c’est a dire
H(A) <Inn

Sip;@:%pourtoutk:e{l,...,n},ona
"1 1
HA) =-S5 ~ln(~-) =mn
(A) ;nn(n) nn

Ainsi, 'entropie est maximale dans le cas de I’équiprobabilité, conformément a ce qui était annoncé. O

Partie C : Théorie de ’information, le cas continu

N

Soit f une fonction a valeurs réelles définie et continue sur R. On rappelle que f est une
densité de probabilité sur R si f est positive, intégrable sur R, et que fRf = 1. Lorsque flIn f
est intégrable, on définit ’entropie associée a f par :

+oo
Mﬂ=—/ F(2) In(f () de

—0o0
On désigne par H ’ensemble des densités de probabilités qui possédes une entropie. Le but de
cette partie est de déterminer quelle densité maximise ’entropie, c’est a dire correspond a la
quantité minimale d’information.



I1.C.1. Deux exemples.

On admet que les fonctions suivantes sont des densités de probabilité. Calculer

associée a chacune d’elles.

o
S

I1.C.1.1. g définie sur R par g(t) = <.

Soient x,y € R. Alors

5

- /:g(t) In(g(t))dt = — /j e (—t2 - ln(\/ﬂ)> dt

V2r

2
y 12
Y 2

1 v t2 2
= — e 7 - t*dt — In(V2 /
2\/27T/;E (v2r) z V2T

17

P’entropie

Puisque g est une densité, la seconde intégrale tend vers 1 quand x tend vers —oo et y tend vers +oo.

Yy 2 Yy 2
—/ e—%-thtz/ (—e™ 7 -t) - tdt
xT xr
1z 1z

D’autre part, on a

Donc

et

H(g) = = +In(v2n) = % (1+1n(27)).

O

I1.C.1.2. h définie par h(t) = e * si t >0, h(t) = 0 sinon, o1 A est un réel strictement positif.
Soient z,y € R avec < 0 et y > 0. Alors

- / " () m(h()dt = — /0 * h(t) In(h(e))dt

h étant une densité, on a

D’autre part,

Ainsi,

- — /y e M(In(\) — Mt)dt

0

Yy Yy
= —1In()) / e Mdt + A / Mte~Mdt.
0 0

+oo
/ e Mdt = 1.
0

Y Y
A/ /\te”\tdt:)\[fe”\t'ﬂ(yﬂr/ Ae Mt
0 0
Yy
= Aye M +/ e Mt
0
— 1

Y400

H(h) =1—In(\).
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O
I1.C.2. Deux résultats préliminaires
I1.C.2.1. Démontrer que pour tous réels strictement positifs x et y :
zhhy<zlhz+y—zetzlnhy=chet+y—z =y
Soit # € R* . Considérons la fonction
Ry — R
fo:
y — zhy—zhr—-—y+2x
Alors f, est dérivable et pour tout y € R*% , on a
x
faly) = ; —1

Donc f, est strictement croissante sur ]0, x[, strictement décroissante sur |z, +oo[ et f(z) = 0. Ainsi, f,(y) <
0 pour tout y € R et f,(y) = 0 si et seulement si y = . O

I1.C.2.2. Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a,b], avec a < b. Démontrer
que :

b
/ f(x)de =0=Vz € la,b], f(z)=0.

On pourra procéder par contraposition.

Supposons f non-nulle sur [a,b]. Puisque f est continue, il existe ¢ €]a, b[ tel que f(c) # 0. Le point ¢ étant
intérieur a [a,b], il existe 11 > 0 tel que [¢c — 01, ¢+ m1] C [a,b]. Par continuité de f, il existe s > 0 tel que
f(z) > @ pour tout x tel que |z — ¢| < ny. Soit n = min(ny,n2). Alors d’apres la relation de Chasles, on a

/abf:/:_anr/C:anr Cinf'

f étant positive, la premier et la troisieme intégrale sont positives. De plus, puisque f(z) >

z €[r—mn,z+n], ona
’ I f(e)
= —— =nf(c) >0.
/a /cn y M

f(e)
2

pour tout

I1.C.3. Une maximisation d’entropie sous contrainte de moyenne et de variance.
On s’intéresse dans cette question aux fonctions de H d’espérance nulle et de variance égale a
1, c’est a dire telles que :
— t+— tf(t) est intégrable sur R d’intégrale nulle,
— t — t2f(t) est intégrable sur R d’intégrale égale a 1.
On appelle NV cet ensemble.

I1.C.3.1. Démontrer que g € N, ou1 g désigne la fonction définie & la question 1.1.

Pour tous z,y € R, on a
v Viet'/? 1 [ 1 v
/ tg(t)dt = < dt = [—e—tz/Q]
x x V 27T Y\ 2’]T 2 z

qui tend vers 0 quand x et y tendent respectivement vers +o0o et —oo. Ainsi,

+oo
E(g) = / t(t)dt = 0.

— 00
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D’autre part,

v 1 v t€7t2/2 1 2 Yy 1 Y 2
2 tdt:———i/  tdt= —— |—e /2 +4——1/ et /2qt.
/m 9(t) V2T Je V27 V21 [ L V2T Ja

Le premier terme tend vers 0 quand z et y tendent respectivement vers +o0o et —oo alors que le second terme
tend vers 1. Ainsi,

+oo
Var(g) = / t2g(t)dt = 1.

— 00

11 s’ensuit que g € N. O

I1.C.3.2. Soit f un élément de N. Démontrer que

+oo
/ f(2) In(g(x))dz = H{(g).

— 00

Pour tous a,b € R,

/ab s = [ ) (_t2> dt = In(/2m) /ab fa

- _;/ab 2 f(t)dt — In(v/2r) /abf(t)dt.

Mais puisque f est une densité de variance unitaire,

/wﬂﬂwﬁ:Let/mf@ﬂ:L

Ainsi,
| @) =~ 1+ n2m) = ~H(g).
0

I1.C.3.3. En utilisant les résultats de la question 2, démontrer que H(f) < H(g) et que H(f) =

H(g) & f=g.
f et g sont a valeurs strictement positives donc il suit de la question I1.C.2.1 que

flng< fInf+g—f.

Ainsi,
S [sma< [ pmse [o- [
Or
Ag=éf=L
donc

~H(g) = [ fwg< [ fug—-n(p)
R R
c’est a dire
H(f) < H(g).
Supposons H(f) = H(g), donc
/flng—flng:O.
R
La fonction
fInf—flng+g—f
est continue positive mais puisque f et g sont des densités, on a

0:/Rflng—flng:/Rflnf—flng—i-g—f.



20

Ainsi, il suit de la question II.C.2. que pour tout x € R,

F@)(n f(2) — () = f()(1 - L)

N (g(x)) _9@)
f(z) f(@)
Or pour tout ¢t € R*, une rapide étude de fonction montre que
In(t) —t+1<0

et il y a égalité si et seulement si ¢ = 1. Ainsi, pour tout réel x, on a

900\ _90) | ot
“<f<x>)‘f<x> L& fle)=gla).

c’est a dire

Il s’ensuit que f =g.

Fin de I’épreuve.



