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Introduction

Théme du probléme. Ce premier probleme de la composition 1 du CAPES externe 2016 est entierement dévolu
a des questions d’interpolation polynomiale dans le plan. Il y a essentiellement deux points de vue pour étudier ces
questions et le probleme aborde ces deux points de vue de maniere indépendante.

Parties A, B et C : Un point de vue analytique. Etant donnée une fonction f et n points distincts a1, ..., a,
du domaine de définition de f, on cherche & construire une fonction polynomiale de degré n — 1 qui coincide avec
f en les a;, chose que 'on peut faire avec les célebres polyndémes d’interpolation de LagmngeEI, ce qui est 'objet
de la partie A. La partie B du probleme est dédiée a l’estimation de la qualité de ’approximation que donne
cette interpolation. La partie C étudie explicitement cette approximation polynomiale pour deux choix particuliers
d’interpolations de la fonction sinus sur [0, 7] .

Parties D et E : Un point de vue algébrico-géométrique. Etant donnés trois points du plan, on cherche a
construire une parabole passant par ces trois points. La partie D vise a mettre en place les outils algébriques pour
répondre a cette question : les non moins célebres déterminants de V(mdermondeﬂ La partie E consiste a appliquer
les résultats de la partie précédente pour donner une condition nécessaire et suffisante pour que le probléme ait une
solution et, le cas échéant, pour décrire 'ensemble des solutions.

Prérequis. Les objets impliqués dans ce probléeme sont tres classiques :
— Algebre linéaire élémentaire dans R™ et R, [X] (partie A);
— Algebre commutative élémentaire dans R[X] (partie A);
— Théoreme de Rolleﬁ (partie B);
— Etudes de fonctions usuelles (partie C);
— Calcul de déterminants (parties D et E);
— Systemes linéaires (partie E).

Difficulté. Le candidat est guidé de prés pour cette épreuve qui laisse peu de place a la prise d’initative.
Seules deux questions apparaissent d’une difficulté technique supérieure a la moyenne du probleme :
— la question B.I1.2 qui nécessite une récurrence pas tout a fait directe,

— la question E.I.2.b qui demande un peu de créativité pour trouver ’expression absente de ’énoncé.

1. Joseph Louis Lagrange, mathématicien francais né & Turin (Italie) en 1736 et décédé a Paris en 1813. Il résout a I’dge de dix-neuf
ans le probléme isopérimétrique et donne ainsi naissance au calcul des variations. On lui doit de nombreux travaux dans différents
domaines de mathématiques ainsi qu’en physique, sur la mécanique céleste ou sur la théorie des cordes vibrantes. Il aurait dit <« Si
j'avais été riche, je n’aurais jamais consacré ma vie aux mathématiques. >

2. Alexandre Vandermonde, né a Paris en 1735 ou il décede en 1796. 11 est le premier a systématiser I’étude des déterminants en tant
que tels. Il participe & la fondation du Conservatoire National des Arts et Métiers (CNAM) en 1794.

3. Michel Rolle, mathématicien francgais né & Ambert en 1652 et décédé a Paris en 1719. Ses travaux se situérent aussi bien en analyse
qu’en algebre et il fut 'un des opposants farouches a I'introduction du calcul infinitésimal.
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Enoncé

Les parties D et E de ce probleme sont indépendantes des parties B et C.

NOTATIONS

N désigne ’ensemble des entiers naturels et R ’ensemble des nombres réels.
Pour m, n deux entiers naturels, [m,n] désigne ’ensemble des entiers k tels que m < k < n.
Soit I un intervalle de R. Pour n € N, on note C™(I) ’ensemble des fonctions & valeurs réelles définies sur I, n fois
dérivables et dont la dérivée n-eme est continue.
Pour n et p deux entiers naturels non nuls, M, ,(R) désigne 'ensemble des matrices & n lignes et p colonnes, a
coefficients réels. M,, ,(R) est noté M, (R).
R[X] désigne le R-espace vectoriel des polynémes & coefficients réels.
Pour tout entier naturel n, R,,[X] désigne I'espace vectoriel des polynémes & coefficients réels de degré inférieur ou
égal a n.

PARTIE A : INTERPOLATION DE LAGRANGE

Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et soient aq,...,a, des réels deux a deux distincts.
Pour tout entier k € [1,n], on considére le polynome

LyX)= ]
1<i<n
i#k

A.I. Soit k € [1,n]. Montrer que L; est I’'unique polynéme P de R, _;[X] tel que, pour tout i € [1,n],

{0 siith
P(‘”){1 si i = k.

Vérifions d’abord que Ly, satisfait les propriétés demandées. On a

ap — G4
Lo = 1] 5= =1
1<i<n kBT %

ik

X—ai
ap —a;

et, si j € [1,n] est tel que j # k, on a

Li(a)= J[ 2% =%7% T =% .

1<i<n ap — a; ap — aj 1<i<n ar — a;
i#k 5.k
Réciproquement, si P € R,,_1[X] satisfait les mémes propriétés, alors
P(a;) = Li(a;), Vie[l,n].
Ainsi, (P — Lg)(a;) = 0, pour tout i € [1,n]. Les a; étant supposés distincts deux a deux, le polynéme P — Ly,
admet donc n racines. Or P et Lj appartiennent & 1’espace vectoriel R,,_1[X] et donc P — L € R,,_1[X] est de
degré au plus n — 1, il s’ensuit qu’il est nécessairement nul. Autrement dit, P = L. ]

A.Il. On considére ’application

. Rn—l[X} — R”
F{ P = (P(a),...,Pan)).
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A.I1.1. Montrer que F est une application linéaire.
Soient P,Q € R,_1[X] et A€ R. On a

FAP+Q) = ((A\P+Q)(a1),...,(AP + Q)(an))
= (AP(a1) + Q(a1),...,A\P(a,) + Q(an))
= AP(a1),...,P(an)) + (Q(a1),. .., Q(an))
= AF(P) + F(Q).

Ceci prouve la linéarité de F'.

]
A.I1.2. Soit (e,...,e,) la base canonique de R". Pour k € [1,n], montrer qu’il existe un polynéme
P e R,_1[X] tel que F(P) = ey.
On a
F(Lk) = (Lk(al), ceey Lk(an)) = (51k7 e 75kn) = €k,
ol ;) est le symbole de Kronecker (qui vaut 1 si ¢ =k et 0 sinon).
]

A.I1.3. Montrer que F' est surjective, puis justifier que F est bijective.
11 suit de la question précédente que im(F') contient la base canonique de R™. Puisque im(F) est un espace

vectoriel, il contient Vect(ey, ..., e,) et donc R™ C im(F'). Or im(F) C R™ et donc im(F') = R™.
Puisque dimR,,_;[X] = dim R™ = n, la surjectivité de F' équivaut a sa bijectivité.

III. Soit f une fonction de R dans R.

A.ITI1.1. Montrer qu’il existe un unique polynéme P € R,,_;[X] tel que pour tout k € [1,n], P(ay) =
f(ag). Ce polynéme P est appelé polynéme d’interpolation de f en les points d’abscisses ay, ..., ay,.

Soit v = (f(a1),- .., f(ay)) € R™. D’apres la question A.I1.3, il existe un unique P € R,,_1[X] tel que F(P) = v,
c’est-a-dire tel que P(ag) = f(ag), pour tout k € [1,n].

g
A.II1.2. Exprimer le polynéme d’interpolation de f en les points d’abscisses ai,...,a, a ’aide des
polynémes Lq,...,L, et des valeurs de f en ay,...,a,.
Posons
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Pour tout k € [1,n], on a
Play) = f(ai)Li(ar) = > f(a:)dix = f(ar).
i=1 i=1

Il s’ensuit que P est le polynome d’interpolation de f en les points d’abscisses aq, ..., ay,.

PARTIE B : ERREUR D’INTERPOLATION

Soit [a,b] un segment de R et n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Soit f une fonction dans C"([a,d]) et
a; < ... < a, des nombres réels appartenant a [a,b]. On note P le polyndéme d’interpolation de f en les points
d’abscisses ay, ..., a, (on rappelle que P € R,,_1[X]). Le but de cette partie est de majorer la valeur absolue de la
différence entre f et P sur le segment [a, b].

B.I. Soit g une fonction définie sur [a,b] & valeurs dans R.

B.I.1. Question de cours. Enoncer le théoreme de Rolle.
Théoréme de Rolle : Si f : [a,b] — R est continue sur [a, b], dérivable sur ]a,b| et si f(a) = f(b), alors il existe
¢ €a, b tel que f'(c) = 0.

U

B.I1.2. On suppose que g est n fois dérivable sur [a,)] et s’annule en au moins n+ 1 points distincts de
[a,b]. Montrer que la fonction dérivée n-ieme ¢() s’annule en au moins un point de [a, b].

Montrons le par récurrence sur n.

Pour n = 1. Considérons une fonction dérivable g qui s’annule en deux points aq, a;. Alors il suit du théoreme
de Rolle que ¢’ s’annule sur ]ag, a1 [C [a, b].

Supposons la propriété vraie au rang n (avec n > 1) et considérons une fonction g dérivable (n + 1) fois et
s’annulant n + 2 fois en «ag, aq, ..., @p4+1. Le théoréme de Rolle appliqué a chaque intervalle [a;, ;1] montre que,
pour tout ¢ € [0,n], la fonction dérivée ¢’ s’annule en un point 7; €Jay, a;y1[. On a donc trouvé n + 1 points
d’annulation pour ¢’. La fonction ¢’ étant n fois dérivable, il suit de ’hypothese de récurrence que (g')(™ = g(n+1)
s’annule au moins une fois sur [a, b].

O
B.IL. On fixe ¢ € [a, ], distinct de ay,...,a,. On définit la fonction g. sur [a,b] par
i Tr — ag
gela) = (@) = P(&) ~ (/) ~ P(e) [] =2

B.II.1. Montrer que g. s’annule en au moins n + 1 points distincts de [a, b].
Pour tout 7 € [1,n], on a

ge(a;) = f(a;) — P(a;) — (f(c) — P(c)) H

car f(a;) = P(a;) et que I'un des facteurs du produit est nul.
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En outre,
- C— Qg
ge(e) = f(e) = P(e) = (f(o) = P(e)) || L
k=1
fe) = P(c) = (f(e) = P(c))
0.
Le point ¢ étant supposé distinct de aq, ..., a,, on a bien trouvé n + 1 points d’annulation de g..

O

B.II.2. Montrer que g. est n fois dérivable sur [a,b] puis que g£”> s’annule en au moins un point de
[a, b].
P étant un polynoéme, la fonction associée est de classe C* et donc C" sur [a, b], de méme pour la fonction
Tr — ag
T —
H C — ak

k=1

Par hypothese, la fonction f est de classe C™ sur [a, b]. Il s’ensuit que g. est elle-méme de classe C" sur [a, b] comme
combinaison linéaire de fonctions de classe C™ sur [a, b]. En particulier, g. est n fois dérivable.

Nous avons vu & la question B.II.1 que g. admettait n+ 1 points d’annulation distincts, il suit donc de la question
B.1.2 que g( "™ s’annule au moins une fois sur [a, b].

O

B.IL.3. Soit h. la fonction définie sur R par h.(x) = H Y% Bn remarquant que h. est une fonction
C— Qg
k=1
polynome de degré n, donner une expression de h&n), puis de gﬁ").

Sim(X)=>" X i est un polyndéme de degré n, on montre aisément par récurrence sur n que
M(X) = nle,.

Ainsi, pour déterminer ’expression de h&”), il suffit de déterminer le coefficient dominant c¢,, de h., lequel est

n

1
=11

k=1

Ainsi,

Tl
Al = nl .
o " 1:[ ¢ —ag
Puisque P € R,,_1[X], on a P (X) = 0 et donc, pour tout z € [a,b], on a

9" () = £ (@) = (f(e) = P(e)h{" ()
= ") = (f(e) = P! ]

k=1

c—ak'
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B.IIL.1. Déduire des questions précédentes qu’il existe un réel ¢ € [a,b] tel que

fle)=P(c) = f(n) Hc—a

D’apres la question B.I1.2, il existe £ € [a, b] tel que g™ (€) = 0. En reportant dans expression trouvée en B.IL.3,
on obtient

F™E) - (( Nn! I

b1 Cc— ak
ou encore,
(n) n
fe) = P(e ) H(c—ak
k=1

O

B.II1.2. Montrer que le résultat établi dans la question B.III.1 reste vrai si c est égal a I’un des ay.
Si c est égal a I'un des ay, le membre de droite est nul car I'un des facteurs du produit est nul. Quant au membre

de gauche, il est nul car ¢ est 'un des points d’interpolation définissant P.
O

B.II1.3. En déduire que

ma /() = P(a)] < o ma [/ @)] x mavs T o= ol
xeE|a,
k=1

z€[a,b] n! z€[a,b]

Les questions B.III.1 et B.ITI.2 montrent que, pour tout x € [a, b], il existe £ € [a, b] tel que

Ainsi,

1 n
Sfmax‘ ) ‘xmax H\y—ak|.
n! y€la,b y€Ela,b] bl

Ceci étant vrai pour tout = € [a, b], on obtient

. :
P(z)| < = (n) —ag|.
Jnax, [f(z) = Pa)] < — Jnax, Lf ()] x ax klzlllx ak
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PARTIE C : UN EXEMPLE

Dans cette partie, on interpole de deux manieres différentes la fonction
Iy 0,7] — R
’ x = sin(x).

C.I. Premiére méthode : On consideére le polynéme d’interpolation P de f en les points d’abscisses
0, 7/2, m.

C.I1.1. Calculer P.
On a f(0) = f(r) =0 et f(F) = 1. Il suit donc de la question A.IIL.2 que
X(X —7) 4

(w/2 = 0)(7w/2 —7) = _ﬁX(X — ).

P(X) =

C.I.2. En utilisant les résultats de la partie B, montrer que pour tout z € [0, 7|,

|z(z — 7/2)(x — )|
|f(z) — P(x)] < max . .

On applique la question B.IIL.3 avec n = 3, a =0, b =7, a3 = 0, az = 7/2 et a3 = m. On obtient, pour tout
x € la,b],

1
|f(@) = P(2)] < o7 max [f(2)] x max [e(z —n/2)(z —7)|

3! ze0,7] z€[0,x]
1

=5 max | sin® (z)] x e [z(e —m/2)(z — )|
1

= § e 2(z —m/2)(x — ),

car |sin® | = | — cos| atteint son maximum, 1, en 0 et en .

C.1.3. En déduire que pour tout z € [0, 7],

Etudions la fonction g : [0,7] — R définie par

g(z) = z(z —7/2)(x — 7).
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Elle est dérivable et, pour tout = € [0, 7], on a

2
gd@)=(x—7/2)(x —7)+2(x—7)+a(r—7/2) = 32> — 3rx + —.

3
Ainsi, ¢’ s’annule en
RVEY ; U V37
™M =—-— — e To = — _—
T2 6 T2 6
est positive sur [0, 7], négative sur [rq,ro] et positive sur [rg, 7.
On a g(0) = g(x/2) = g(x) = 0,
V3r®
g(r1) = —(— et g(ra) = —g(r).
36
On en déduit le tableau de variations suivant :
T 0 1 T2 s
g (z) + 0 — 0 +

g(r1) 0
9(z) / \ /
0 —g(r1)

Il s’ensuit que

ax |g(a)| = L2
max =
z€[0,] g\* 36

et donc

_ _ 3
ax |x(x — 7/2)(x — 7)] _ V3n .
z€[0,7] 6 216

11 suit alors de la question C.I.2. que

C.II1. Seconde méthode. On choisit un entier n > 1.
Pour tout & € [1,n], on note Py le polyndéme (de degré inférieur ou égal & 1) d’interpolation de f aux deux points
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d’abscisses %” et @ On note @, la fonction affine par morceaux définie par :

Po(z)  si0<a<’,
n
2
Py () Siz§x<—ﬂ-,
n n
Qn(z) =
k k+1
Py(x) sii§x<u(ke[[0,n—2]]),
n n
P,_i(x) si M <z<m.
n

C.I1.1. Calculer @; et Q2. Tracer la courbe représentative de Q5.
Q1 est le polynéme d’interpolation de f aux points d’abscisses 0 et 7. Puisque f(0) = f(7) =0 et que Q; € Ry[X],

le polynéme )7 est nécessairement nul.
La restriction Py de Q2 & [0,7/2[ est le polynéme d’interpolation de f aux points d’abscisses 0 et m/2. Puisque
f(0)=0et f(n/2) =1, il s’agit de fonction affine définie par

Py(z) = %x, Vo € {O,g[.

La restriction Py de Q2 & [7/2,7] est le polynéme d’interpolation de f aux points d’abscisses 7/2 et 7. Puisque
f(m/2) =1et f(m) =0, il s’agit de fonction affine définie par

Py (z) = %(x —m), Ve {g,w} .

Le graphe de la fonction Q2 (avec celui de la fonction f en pointillé) est donc le suivant.

C.I1.2. Justifier que Q2 est continue sur [0, 7].
La restriction de Q2 & chaque intervalle de la forme [k7/n, (k4 1)m/n[ est une fonction affine, elle est donc continue.

Ainsi, Q2 est continue & droite sur [0, 7] et continue sur [0, 7] \ {kx/n|k € [1,n]}.
Etudions la continuité & gauche. On remarque que @2 est continue en 7 puisque P,,_; l'est. Il ne reste donc plus
qu’a vérifier que Q2 est continue & gauche en km/n, pour tout k € [1,n — 1].
Soit k € [1,n — 1]. Alors
lim Q,(x) = li£n7 Py_1(x) = Py_1(kn/n) = f(kr/n) = P,(kn/n) = Q,(kn/n),

z— Ex z—y km
™ n
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ou, la premiere égalité suit de la définition de @, la deuxieme de la continuité de Py_1, la troisieme du fait que
km/n est un point d’interpolation pour Pj_1, la quatrieme du fait que kxw/n est un point d’interpolation pour Py

et enfin, la derniere suit de la définition de Q..
O

kr (k+1
C.I1.3. Soit k € [0,n — 1]. Montrer que, pour tout x € {ﬂ7 (-i—)ﬂ':| y
n n

(- (-5 < =
kr (k+1)r

Posons, pour tout z € {, } )
n

pio=(=50) (- 52,

Alors fx est une fonction polynomiale de degré 2 qui admet pour racines kxw/n et (k 4+ 1)w/n. Elle atteint donc

son maximum en valeur absolue en
1 (lmr n (k+ 1)7r> B 2(k+ )

2\ n n 2n
ol
f 2+ )7w\| |7 —-w| =*
k 2n Cl2n T 2n|  4n?
O
C.I1.4. Montrer que, pour tout z € [0, 7],
2
T
- < .
17() ~ Qu@) <
kr (E+1
Soit = € [0, 7]. 11 existe donc k € [0,n — 1] tel que x € {W, (k+ )W}
n n
On a alors :
|f(z) = Qn(z)| = |f(z) — Pi(z)]
k kE+1
< = x max 1f P ()] x max g - Jc—( + D
21 ge[km, Gtbm] we[kx, Gtn] n n
1 2
< -—x1x T
2 4n?
_
~ 8n?’
la premiere égalité étant vraie par définition, I'inégalité suivante en appliquant la question B.II1.3 & f et a Py sur
kr (K+1
{ﬂ, (_F)W} , I'inégalité suivante venant de la question I1.C.3 et du fait que |f(?)| = | — sin | est majorée par 1.
n n

O
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C.III. Parmi ces deux méthodes d’approximation, quelle est la meilleure ? Justifier la réponse.

Avec la premiére méthode, nous avons simplement pu majorer l’erreur commise par une constante (question
C.I1.3). Avec la seconde méthode, nous ’avons majorée a la question C.I1.4 par une suite qui tend vers 0 quand
n tend vers l'infini (n étant le nombre de points de la subdivision de [0,7]). Ainsi, en subdivisant suffisamment
I'intervalle [0, 7], on peut rendre l'erreur de la seconde méthode arbitrairement petite. Nous privilégierons donc

cette derniere.
O

PARTIE D : DETERMINANT DE VANDERMONDE

On considére la matrice de Vandermonde

2 n—1
1 ar a7 -+ af X
1 az a3 - ay”
A =
2 n—1
1 ay, a; --- a;
ou n est un entier naturel supérieur ou égal a 2 et aq,...,a, sont des nombres réels.

On cherche a déterminer par deux méthodes différentes une condition nécessaire et suffisante portant
sur les a; pour que A soit inversible.

D.I. Calculer le déterminer de A lorsque n =2 et n = 3.

Quand n =2, on a

1 aq
A) = =az—ai.
det(A) ’ 1 ay az — ax
Quand n =3, on a
1 ay a
det(A)=|1 az a3
1 a3 a3
1 ay a?
=10 az—a; ai—a?
0 az—a; a3—a}

ag — a1 a% — a%
- _ 2 _ 42
as ay asg ai

as — a1 (CLQ — al)(ag + al)
az — a1 (az —a1)(as +ax)
1 as + ay
1

= (a2 —a1)(az — a1) as + ay

= (az — a1)(az — a1)(az — az).
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D.II. Premiére méthode

D.I1.1. Montrer que A est la matrice de ’application linéaire F' définie par la question A.Il. dans des
bases bien choisies.
Pour tout 7 € [0,n], on a
F(X*) = (ai,...,a}).
Si on note By = {X" | i € [0,n — 1]} la base canonique de R,,_1[X] et B; celle de R™, on a donc
Matgo’gl (F) = A.

D.I1.2. En déduire que si les a; sont deux a deux distincts A est inversible.
Si les ay sont deux a deux distincts, nous avons montré a la question A.I1.3 que F est bijective. Il s’ensuit que toute

matrice représentative de F' est inversible et donc, d’apres la question D.II.1, A est inversible.
O

D.I1.3. Qu’en est-il si deux des a; sont égaux.

On peut facilement répondre a la question de deux manieres.

D’un point de vue matriciel, si deux des ay sont égaux, la matrice possede deux lignes identiques, son déterminant
(qui est une forme n-linéaire alternée sur les lignes) est donc nul et A n’est pas inversible. Une autre fagon de le
voir matriciellement est de dire que deux lignes étant identiques, le rang de A est strictement inférieur & n, et donc
A n’est pas inversible.

Du point de vue des applications linéaires, si deux des aj sont égaux, mettons a; et a;, la i-éme et la j-eme
coordonnée de F'(P) sont égales pour tout polynéme P € R,,_1[X]. En particulier, les vecteurs de base e; et ¢;
n’appartiennent pas & im(F') et F' n’est donc pas surjective. Il s’ensuit que toute matrice représentative de F' n’est

pas inversible, A en particulier.
O

D.I1.4. Conclure
11 suit de D.I1.2 et D.I1.3 que la matrice A est inversible si et seulement si les aj, sont deux a deux distincts.

D.ITI. Seconde méthode. On consideére le polynéme
P(X) = (X—al)(X —an,l).

D.IIL.1. Montrer qu’il existe des nombres réels \g,..., \, o tels que
PX)=X""14 X 0X" 24+ M X + N

P est produit de (n — 1) polyndmes unitaires de degré 1 donc P est un polynéme unitaire de degré n — 1. Il existe
donc Ag, ..., \p_2 € R tels que

P(X)=X""14 0 X" 2 4 £ N X + Ao
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D.II1.2. On note C4,...,C, les colonnes de A. Montrer que

0
Cn+An—2Ch_1+ -+ AC1 = .
0
P(ay) |
a?_l + )\n_ga?_2 —+ -4 A() i P(al)
Cp4+A—2Ch_q1+ -4+ XC1 = L : ) = . =
an_1 +An2an {4+ 4+ Xo Plan-1)
a’ v N, 2a 2 N | P(an)
la derniere égalité venant du fait que aq,...,a,—1 sont racines de P.
D.II1.3. En déduire que
1 a? ay~?
1 as a3 ay ™2
det(A) = P(ay) .
1 ap_1 a?_4 aZ:%

Le déterminant étant une forme n-linéaire alternée sur les colonnes, on a
det(A) = det(Cy,...,Cp1,Ch)
=det(C1,...,Cnho1,Cpn+A—2Cpn + -+ + XCh)

1 a a? - al? 0
—2
1 as at - aby 0

1 apn_1 a2 a"? P(ay)

n—1 " —
1 a a? - a?_z
1 ay a3 - ay?
= P(an) . . . . )
2 n—2
Loana apy -0 0,73

la derniere égalité étant obtenue en développant par rapport a la derniere colonne.

D.II1.4. Montrer que
det(A) = H (a; — ag).

1<k<I<n
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Montrons le par récurrence sur n. Pour n = 2, ce résultat a été établi a la question D.I.
Supposons la propriété vraie a un certain rang n — 1 et montrons qu’elle est vraie au rang n. D’apres la question

D.IIL.3, on a

1 a a? - a7t 1 a - al?
1 ay a3 - a) ™t 1 a a3 - ay?
det(A)=| . . . .| =Pln)] .. . o =P ] (w-a),
Do : : ' : : 1<k<i<n—1
1 a, a2 -+ a! 1 ap-q1 da?_4 ar~?

la derniere égalité étant obtenue par hypothese de récurrence.

Mais
P(an) = H (an — ax)
1<k<n-—1
donc

det(A) = H (an —ag) | % H (ap —a) | = H (a; — ag).

1<k<n-—1 1<k<i<n—1 1<k<i<n

O

D.II1.5. Conclure.

La question D.II1.4 montre que

det(A) = H (a; — ag).
1<k<i<n
Ainsi,
det(A) #0 < a; #a;, Yi,je[l,n],i#j].

Nous retrouvons donc le résultat obtenu a la question D.I1.4.

O

PARTIE E : APPLICATION A LA RECHERCHE DE PARABOLES

On fixe trois points distincts A;, A; et A3 du plan affine euclidien. On recherche toutes les paraboles
de ce plan passant par A;, A; et As.

E.I. Dans cette question, on impose en plus aux paraboles recherchées d’avoir un axe parallele a une
droite D donnée. On choisit un repere orthonormé du plan tel que D ait pour équation = = 0. Par
définition, les paraboles d’axe paralléle a D sont les courbes d’équation

y=ax’+ fr+7,

avec (o, 3,7) € R3, a # 0. Les coordonnées du point 4; dans ce repére sont notées (a;,b;), pour 1 <i < 3.

E.I.1. Montrer que la recherche des paraboles d’axe paralléle 4 D et passant par les points A1, A5 et
As est équivalente a la recherche des solutions (v, 3, «), avec a # 0, du systéme :

y+a1f+ala =by,
(9):% v+ aB+a3a = by,
¥+ azB+aja = bs.
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On note & 'espace euclidien muni du repere précédent. Soit P une parabole d’axe parallele a D et soient a, 3,y
réels, avec a # 0 tels que

P={(z,y) €E|y=~+Br+az’}.
Alors, pour tout 7 € [1, 3],
A €P o y+af+ada=0b

et donc
A eP Y+ a8+ aia =by,
A €P &1 v+axf+adia = by,
As € P v+ azf +a3a = bs.

E.I.2. Montrer que si deux points A; ont la méme abscisse, (S) n’a aucune solution.

Soient ¢, j € [1,3] distincts tels que a; = a;. Les points A; et A; étant supposés distincts, on a nécessairement
b; # b;. Ainsi, si («, 3,7) est solution de (5), alors

bi:'y+ai5+afoz:fy+aj,3+a?a:bj,

une contradiction.

E.I.3. On suppose que les abscisses des points A; sont deux a deux distinctes.

E.I.3.a. Montrer que le systéme (S) posséde une unique solution (v, 3, a).

1 o a% y by
(S) <~ 1 as a% X 6 = by
1 ag a§ « b3
Posons
1 ay af
A=1|1 ay a%
1 as a%

Les a; étant supposés deux & deux distincts, il suit des questions D.I1.4 ou D.IIL.5 que A est inversible. () est donc

un systéme de Cramer et il existe bien un unique triplet (v, 3, @) € R3 solution de (S).
O

E.I.3.b. Exprimer a sous la forme d’un quotient de deux déterminants.
Nous avons vu a la question précédente que la matrice A est inversible de sorte que

Y by ol by
Ax | B l=|b|le| | =4"1x]| b
a bs a b3
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Or nous savons que
—1 — 1 tC
det(A)
ou C est la comatrice de A, c’est-a-dire la matrice C' = [¢;5]1<i,j<3 Ol ¢;; est le cofacteur d’indice (i, j) de la matrice
A.

11 suit de la formule du produit matriciel (en tenant compte de la transposition!) que

1
= b 2b 2b-
« dot(A) (c1,3b1 + c2,3b2 + ¢3.33)
1 1 as 1 a 1 a
det(A)(l 1oag |21 sy
1 bl 1 ay
= X b2 1 a9
det(A ’
€ ( ) b3 1 as

la derniere égalité étant obtenue en reconnaissant un développement par rapport a la premiere colonne.

E.I.3.c. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) a=0.
. as — aq b2 — bl .
ii) as—ay bs— b =0.

iii) Ay, Ay et A3 sont alignés.

D’apres la question précédente,

b1 1 ay
a=0& b2 1 ay | =0
b3 1 as
Mais
b 1 a b1 ! “ bo—b1 az—a az—air by —b
b2 1 a2 = bg—bl 0 as — aq __‘bf—b _ ‘: _ ba — b
bs 1 as bs—by 0 as—a 3 1 a3 —ax asz —aip 03 1

ce qui montre ’équivalence de i) et ii).
D’autre part, (as — a1, bs — by) sont les coordonnées du vecteur Ay Ay et (ag — aq,bs — by) celles de Ay As. Ainsi,

az —ap by —b

=0« A;As et A1 A3 sont colinéaires,
az —a; bz —by

ce qui montre I’équivalence de ii) et iii).

O

E.I.4. Montrer que le probléme admet une solution si et seulement si A1, A; et A3 ne sont pas alignés
et aucune des droites (4;A43), (A243) et (A;A3) n’est parallele a D.

Nous avons vu aux questions E.I.2 et E.I.3.a que (S) admettait une solution si et seulement si aucune des droites
(A1A2), (A2A3) et (A1 Az) n’est parallele & D. Dans ce cas, on a une unique solution («, 3,7) de (S) et on a montré
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en E.1.3.c que a # 0 si et seulement Aq, As et Az ne sont pas alignés. Ainsi, (S) admet une solution («, 3,7) de (S)
et o # 0 si et seulement si Ay, Az et Az ne sont pas alignés et aucune des droites (A1A4s3), (A243) et (A1 As) n'est
parallele & D. Or nous avons montré a la question E.I.1 que le probleme posé est équivalent a la recherche d’une
solution («, 8,7) de (S) et a # 0.

O

E.II.1. On suppose A;, A; et Az alignés. En utilisant les résultats précédents montrer qu’il n’existe
aucune parabole passant par A;, As et As.
Supposons qu’une telle parabole P existe et notons A son axe. Soit D une droite parallele & A. Alors P est une
parabole passant par A;, As et A3 et d’axe parallele & D. Or nous avons montré en E.I.4 qu’il n’existe pas de telle
parabole quand A;, Ay et A sont alignés, une contradiction.

d

E.IL.1. On suppose A;, A; et A3 ne sont pas alignés. Montrer qu’il existe une infinité de paraboles
passant par A;, A; et A3 et préciser les directions de leurs axes.

Munissons £ d’une origine O et notons P(E) I'ensemble des droites vectorielles de &, c’est-a-dire des droites qui
passent par O. On note P4, 4, 4, 'ensemble des paraboles de £ qui passent par A;, Az et As.

P(€) est un ensemble infini (car en bijection avec [—7, [ via Pangle en lorigine & une droite de référence donnée).
Notons Pa, 4,4, les éléments de P(E) respectivement paralleles & (A3 As), (A243) et (A1A43). Nous avons montré
a la question E.I.4 que pour chaque droite D € P(£) \ {D1, D2, D3}, il existe une parabole Pp passant par Ay, A,
et A3 d’axe parallele & D. Ainsi, on a défini une application

D - P(g)\{DI’D27D3} — PA1,A2,A3
’ D — Pp.

® est injective car si ®(D) = ®(D’), alors D et D’ sont paralleles mais elles passent toutes deux par l'origine et
donc D = D'.

On a ainsi construit une application injective de l'ensemble infini P(E) \ {D1, D2, D3} vers Pa, 4, 45, Ce qui
montre que Pa, 4, 4, est infini et que les directions possibles des axes des paraboles de P4, 4, 4, sont toutes les

droites vectorielles possibles sauf D1, Dy et Ds.
O

Kok

Fin du probleme n°1
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