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PREMIERE COMPOSITION

Calculatrice electronique de poche - y compris calculatrice programmable, alphanumerique ou a
ecran graphique - a fonctionnement autonome, non imprimante, autorisee conformement a la
circulaire n° 99-186 du 16 novembre 1999.

L 'usage de tout ouvrage de reference, de tout dictionnaire et de tout autre materiel electronique
est rigoureusement interdit.

Dans Ie cas ou un(e) candidat(e) repere ce qui lui semble etre une erreur d'enonce, it (elle) Ie signale !res
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit l'epreuve en consequence.

De meme, si cela vous conduit aformuler une ou plusieurs hypotheses, it vous est demande de la (ou les)
mentionner explicitement.

NB : La copie que vous rendrez ne devra, conformement au principe d'anonymat, comporter aucun signe
distinctij, tel que nom, signature, origine, etc. Si Ie travail qui vous est demande comporte notamment la
redaction d'un projet ou d'une note, vous devrez imperativement vous abstenir de signer ou de ['identifier.
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Dans ce probleme, on suppose introduite Ii l'aide des fonctions en escalier la notion d'integrale au sens
de Riemann d 'une fonction.

Soient a et b deux reels tels que a < b et f une fonction continue sur [a, b].
b-a

Pour tout n E N*, pour tout k E [0, n], on pose : Xk = a + k-- et on considere les sommes de
n

Riemann:

1 n
et Rn(J) = - L f(Xk)'

n k=l
Dans un premier temps, on se propose de demontrer que les suites (Sn(J))nEN* et (Rn(J))nEN* sont

1 lb

convergentes et de meme limite b _ a a f(t) dt.

Dans un deuxieme temps, on cherche a obtenir une majoration de lib f(t) dt - (b - a)sn(J)I, pour

tout n E N*.

VE> 0, J'T} > 0, V(x, y) E [a, bf, Ix - yl ::; 'T} ==? If(x) - f(y)1 ::; b ~ a'

2. Soit E un reel strictement posit,if.

2.1. Demontrer qu'il existe N E N tel que:

E
Vn ~ N, Vk E [0, n - 1],Vt E [Xb Xk+1], If(t) - f(Xk)1 ::; b _ a'

I
rXk+l I E

Vn ~ N, Vk E [0, n - 1], JXk (J(t) - f(Xk)) dt ::;;:
~

Vn ~ N, lib f(t) dt - (b - a)Sn(J)I ::; E.

3. En deduire que (Sn(J))nEN*, puis (Rn(J))nEN*, convergent vel'S b ~ a lb

f(t) dt.

4. Application
2n

Soit (Un)nEN* la suite definie par: Vn E N*, Un = L ~
j=n+1 J

Demontrer que la suite (Un)nEN* converge vel'S In 2.

5. Dans cette question, on suppose que la fonction f est de classe C1 sur [a, b].
5.1. Demontrer qu'il existe un reel M tel que: Vt E [a, b], 1f'(t)1 ::; M.
5.2. En deduire que: Vn E N*,Vk E [0, n - 1], Vt E [Xb Xk+l], If(t) - f(Xk)1 ::; M(t - Xk).



11X
k+1 I M(b - a)2

VnEN*,VkE[0,n-1], xk (f(t)-j(xk))dt::; 2n2

6. Application: calcul d'une valeur approchee de 11
e-x2 dx par la methode des rectangles.

Soit j la fonction definie par : Vx E R, j (x) = e_x
2

•

6.1. Determiner un reel M tel que "Ix E [0,1]' 1f'(x)1 ::; M.

6.2. Soit c E Rt. En utilisant les resultats obtenus dans la question 5, ecrire un algorithme qui

calcule une valeur approchee a c pres de 11
e-x2 dx.

Donner une valeur approchee a 10-3 pres de 11
e-x2 dx.

Soit j une fonction definie sur JO,1]' continue et decroissante sur JO,1].
On considere la suite (Tn)nEN* d€£nie par:

et la fonction I definie sur JO,1J par: Vx EJO,1]' lex) = 11
jet) dt.

1 (k + 1) ~k~l 1 . (k)- j - ::; . jet) dt ::; - j -
n n 1:£ n n

n

I (~) + ~j(l) ::;rn ::;I (~) + ~j (~)

3. On suppose, de plus, que lim lex) = l (l E R) et lim xj(x) = O.Demontrer que la suite (Tn)nEN*x~o x~o
converge et preciser sa limite.

x2 - 1 1
4.Dans cette question, on pose j(x) = -4- - 2'lnx, pour tout reel x E ]0,1].

(n+1)(2n+1) 1 1 (n!)4.1. Demontrer que pour tout n E N*, rn = 24n2 - '4 - 2n III nn .

n(n + 1)(2n + 1)
On rappelle que la somme des carres des n premiers entiers naturels est e.qale a 6 .

. ((n!)~)
4.2. En utilisant les questions precedelltes, demontrer que la suite ---:;;:-

nEN*
determiner sa limite. On rappelle que la fonction x I---t x In x - x est une primitive de la
jonction In sur Rt.



~

(k-J;.l)7r 2
Isin(nx)\ dx = -.

k7r n
n

2. Soit f une fonction continue et croissante sur [O,7T].
2.1. Demontrer que pour tout n E N* et tout k E [0, n - 1], on a :

(k+1)7r

2 (k1r) { n 2 ((k+1)7T)
;/ --;;: ~ jJ;;7r f(x)lsin(nx)I dx ~ ;,f n .

n

fll
En deduire un encadrement de Jo f(x)lsin(nx)I dx.

1.,.Determiner lim f(x)lsin(nx)1 dx.
n-++oo 0

Obtiendrait-on Ie meme resultat pour une fonction f continue et decroissante sur [0, 7f] ?

1. Pour tout couple d'entiers naturels (k, m), on pose h,m = 11
xk(l - x)m dx.

k
1.1. Demontrer que: Vk E N*, Vm E N,Ikm = --Ik-1m+1.

, m+1 '
1.2. Pour tout couple d'entiers naturels (k, m), determiner IO,k+m et en deduire une expression

de h,m en fonction des entiers k et m.

2. Soient n E N*, P E [0,1].
Dne urnecontient des boules rouges et des boules blanches. La proportion de boules rouges dans
cette urne est p. On realise dans cette urne n tirages independants d'une boule avec remise. On
note X la variable aleatoire egale au nombre de boules rouges obtenues.
Determiner la loi de probabilite de X, puis donner l'esperance de X.

3. Soient n E N* et N E N*.
On dispose de N urnes U1, '" , UN contenant des boules rouges et des boules blanches et telles

que, pour tout j E [1, N~, la proportion de boules rouges dans Uj est ~.
On choisit une urne au hasard et on effectue dans cette ume n tirages independants d'une boule
avec remise. On note XN la variable aleatoire egale au nombre de boules rouges obtenues.

3.1. Pour tout entier naturel k, on note PN(k) la probabilite que XN prenne la valeur k.

1 N (n) (j ) k ( j ) n-k
Demontrer que: PN(k) = N f; k N 1 - N

3.2. Calculer l'esperance de XN. QueUe est la limite de cette esperance quand N tend vel'S
+oo?

3.3. En utilisant Ie resultat obtenu dans la premiere question, determiner Hm PN(k).
N-++oo

Que peut-on en deduire pour la suite de variables aleatoires (XN )NEN* ?



On etablit dans la partie A l'existence d'une unique solution de l'equation differentielle y' = y verifiant
y(O) = 1 et on etudie dans la partie B un exemple d'equation differentielle.
Dans la partie A, les fonctions exponentielles et les fonctions logarithmes sont supposees ne pas etre
connues.

On s'interesse dans cette partie a l'equation differentielle (E) : y' = y, avec la condition y(O) = 1.

1. Dans cette question, on suppose qu'il existe une fonction f derivable, solution de (E) sur JR telle
que f(O) = 1.

1.1. Demontrer que: Vx E JR, f(x) x f( -x) = 1.

1.2. En deduire que f ne s'annule pas sur R

1.3. Demontrer que si 9 est une fonction derivable solution de (E) sur JR telle que g(O) = 1,
alors 9 = f·
On pourra considerer la fonction 'P definie sur JR par 'P(x) = ~~:; .

1.4. Demontrer que: V (a, b) E JR2, f(a + b) = f(a) x f(b).

On pourra fixer un reel a et considerer la fonction 'l/J definie sur JR par 'l/J( x) = f (; (:) x) .

1.5. Deduire des resultats precedents que fest strictement positive sur R

2. On va dans cette question etablir l'existence d'une fonction f definie et derivable sur JR, solution
de (E) telle que f(O) = 1.
Soit x E R On pose, pour tout entier n > Ixl :

On va montrer que les suites (Un(x))n>lxl et (vn(x))n>lxl sont adjacentes.

2.1. Justifier que les suites (un(x)) et (vn(x)) sont bien definies pour n> Ixl.
2.2. Etablir par recurrence l'inegalite de Bernoulli:

2.3. Soit n un entier tel que n > Ixl.

i. Demontrer que, Un+J(x) ~ un(x) X (1 +~) x (\++7) .+1

(
1. - x )n+l 1+ n+lii. En utilisant l'inegalite de Bernoulli, demontrer que: -l-+-_-x- ;:;::-1-+-E2.'

n n

Ill. En deduire que la suite (Un (x) )n> Ixl est croissante.

2.4. Demontrer que la suite (vn(x))n>lxl est decroissante.

2.5. Soit n un entier tel que n > Ixl.
i. Demontrer que: vn(x) - un(x) = vn(x) (1 _ (1 _ ~) n).

ii. En deduire que: vn(x) - un(x) ;:;::O.



x2
iii. En utilisant l'inegalite de Bernoulli, demontrer que: vn(x) - un(x) ~ vn(x) X -.

n
2.6. Determiner, en utilisant les resultats des questions precedentes, la limite de la suite

(vn(x) - un(x))n>lxl' Condure.

2.7. On designe par f la fonction qui a tout reel x assode f(x), limite commune des suites
(un (x)) et (vn (x)). On va demontrer que la fonction f est solution de l' equation differentielle
(E) et verifle f(O) = 1.

1. Demontrer que : f (0) = 1.
Dans les deux questions suivantes, on considere un reel xo.

n. On admet que: V (a, k) E JR2, f(a + k) - f(a) ~ kf(a).
En utilisant cette relation, etablir que :

h
VhE] -1,1[' hf(xo) ~ f(xo + h) - f(xo) ~ 1- h f(xo).

Pour etudier l'evolution d'une population de poissons au cours du temps, on utilise Ie modele suivant.
On admet que la fonction N, representant Ie nombre de poissons en fonction du temps t (exprime en
annees) verifle les conditions suivantes :
- N est solution de l'equation differentielle (E) :

On admet que I contient [0, +00[' et que pour tout reel tEl, 0 < N(t) < K.
2. Etude qualitative

2.1. Demontrer que Nest strictement croissante sur I.
2.2. En deduire que N admet une limite flnie £ en +00.

2.3. Demontrer que.e = K. On pourra raisonner par l'absurde.
3. Determination d'une expression de N

1
On pose, pour t E I, g(t) = N(t)"

ou r et K sont des constantes reelles strictement positives;
- N(O) = No, avec 0 < No < K;
- Nest deflnie sur un intervalle ouvert I contenant 0 ;
- si 9 est une solution de (E) deflnie sur un intervalle J contenant 0 et veriflan g(O) = No, alors J

est indus dans I.

1. Quel theoreme permet de garantir l'existence et l'unicite de la fonction N?

r
3.1. Demontrer que 9 est solution sur I de l'equation differentielle (E') : y' = -ry + K'

3.2. Resoudre l'equation differentielle (E'), puis determiner une expression de N sur I.
3.3. Retrouver la limite de N en +00.


