CAPES de Mathématiques 2014 Anticipé

Premiére composition

Correction proposée par G. Dupont.

INTRODUCTION

La premiere composition de la session anticipée du CAPES de mathématiques 2014 —
ayant eu lieu en juin 2013 — se compose de deux problemes indépendants ne faisant ap-
pel qu’aux notions élémentaires d’analyse : suites, continuité, dérivabilité, calcul intégral et
équations différentielles linéaires du premier ordre. Les probabilités discretes tiennent aussi
une petite place a la fin du premier probleme; les notions mises en jeu sont alors : loi uni-
forme, loi binomiale, probabilités conditionnelles, formule des probabilités totales et espérance
mathématique.

Le premier probleme est dédié a I’étude des sommes de Riemann associées a des fonctions
continues sur un segment. La partie A de ce probleme établit quelques propriétés élémentaires
de ces sommes et nous amene a écrire un algorithme implémentant la méthode des rectangles
pour calculer une intégrale.

La partie B nous propose d’utiliser les sommes de Riemann pour étudier la convergence

La partie C nous amene a utiliser les sommes de Riemann pour étudier la suite d’intégrales

([ stsingue)) ao)

ou f est une fonction continue et monotone sur [0, 7.

Enfin, la partie D propose une application des sommes de Riemann a I’étude d’un probleme
asymptotique de probabilités discretes.

Le second probleme traite de la fonction exponentielle et d’équations différentielles ordi-
naires.

La premiere partie reprend un theme déja abordé lors de la premiere composition du
CAPES externe de 2004, a savoir la construction de la fonction exponentielle comme solution
maximale du probléeme de Cauchy associé a ’équation différentielle ¢ = y avec la condition
initiale y(0) = 1. Cette partie ne fait appel qu’a des notions analytiques élémentaires et ne
nécessite aucune connaissance relative a la théorie des équations différentielles.

La seconde partie du probleme propose d’étudier une le modele de croissance démographique
de Verhulst (1840) reposant sur 1’équation différentielle non-linéaire :

(E) y =ry (1 - %)

ou r et K sont des constantes réelles strictement positives. A Taide d'un changement de

variable, on nous propose de ramener I'étude de cette équation différentielle a celle d'une
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équation différentielle linéaire du premier ordre que 1'on sait intégrer. Ceci permet en par-
ticulier d’établir le comportement asymptotique d’une solution maximale de cette équation
différentielle, autrement dit, de connaitre 1’état de la population étudiée apres un temps tres
long.

Afin de respecter 'esprit de I’épreuve, nous proposons une correction aussi élémentaire que
possible en ne faisant appel qu’aux résultats les plus classiques des deux premieres années
de licence de mathématiques. Nous renvoyons donc le lecteur intéressé a toute référence de
premier cycle dédiée a ’analyse et aux probabilités.

Enfin, nous voudrions souligner que nous avons parfois détaillé plus que nécessaire certains
calculs ou arguments. Il s’agit 1a d’'une démarche volontaire de notre part dans l'optique
d’aider le lecteur a avoir la vision la plus claire possible de ce sujet.



Probléeme 1 : sommes de Riemann

Dans ce probleme, on suppose introduite a l’aide des fonctions en escalier la notion d’intégrale
au sens de Riemann.

Partie A : convergence des sommes de Riemann

Soient a et b deux réels tels que a < b et [ une fonction continue sur [a,b].

a
Pour tout n € N*, pour tout k € [0,n], on pose x;, =a+k et on considere les

n
sommes de Riemann :

-1

S

Selh =S ) et Ralf)= 2> )

k=0
Dans un premier temps, on se propose de démontrer que les suites (S,(f))nen- €t

(Ru(f))nen+ sont convergentes et de méme limite - fabf(t) dt.
I.A.1. Démontrer que

€

b—a

Ve >0,3n>0,V(z,y) € [a,b], |z —y| <n=|f(z) - fly)| <

f est une fonction continue sur le compact [a,b], elle est donc uniformément continue. En
conséquence,

v‘51 > 07 377 > 07 V(:c,y) € [avb}za |:c—y| S n = ’f(l') - f(y)‘ S €1.

Il suffit donc d’appliquer ce résultat avec ¢; = =, qui est strictement positif car a <b. [

I.A.2. Soit ¢ un réel strictement positif.
I.A.2.1. Démontrer qu’il existe N € N tel que :
€

Vn > N, Vk € [0,n — 1], Vt € [xy, zra1], |f() — flap)| < -

Soit un n > 0 satisfaisant a la propriété de la question I.A.1. Alors pour tout k € [0,n — 1],

k+1—k b-a
n on

|Tp1 — 21| = (b—a)

La suite (b;“
tout n € N*,

)neN* tendant vers zéro par valeurs supérieures, il existe un N € N* tel que pour

h—
nZN:>—a§77.
n

Ainsi, pour tout n > N et pour tout k € [0,n — 1], on a |zx41 — xx| < 1 et donc aussi
|t — x| <, pour tout t € [xy, xx41]. Il suit alors du choix de 1 que pour tout n > N,

£ (&) = fan)] <

€

b—a
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I.A.2.2 En déduire que :

Vn > N, Vk € [0,n — 1],

puis que :

Wn > N, /abf(t) it — (b—a)Sn(f)‘ <e

Pour n > N, et pour tout k € [0,n — 1], on a montré a la question I.A.2.1 que

sup |7 (1) = flw)| < 5=

tE[:vk,a:k_;,_ﬂ

Ainsi, pour tout n > N et tout k € [0,n — 1], on a

[ - sy < [0 - sl a

Tr+1 €
< / dt
o b—a

€

b—a

_a/.

< |Trr1 — o
T
Ceci étant vrai pour tout k& € [0,n — 1], on peut sommer les n inégalités obtenues et on
obtient

3 / jkﬂ(f(t) — fow)) dt
> [0 - sw @

O

1 b
I.A.3. En déduire que (S,(f))nen+ €t (R,(f))nen+ convergent vers 5 / f(t) dt.

D’apres [LA.2.2, pour tout € > 0, il existe N > n tel que

[ rwa-o- 5.1 < e

n>N=
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Autrement dit, (b — a)S,(f) tend vers f f(t) dt quand n tend vers l'infini, c’est a dire que

/ £(t) dt
Pour tout n € N*, on a

Ralf) = Sulf) = 1 f(o) + —f(ea) = Sulf) = - (@) + - f0).

Les suites (% f (a))neN* et (% f (b))neN* convergent toutes les deux vers zéro. Ainsi, (R, (f))nen
a la méme limite que (S, (f))nen+ O

(Sn(f))nen+ converge vers

zl'—

1
I.A.4. Application : Soit (u,),en+ la suite définie par : Vn € N* v, = 7

j= n+1
Démontrer que la suite (u,),en+ converge vers In(2).

Soit n € N*. On a

[N
3

<
Il
3
I
—
Sl

en posant k=75 —n

k

e
Il
—_

Il
(7=
S
+ | =

3

—_

T I
o
ﬂ.
—_
+
3=

3

—~
~
N~—

ol f est la fonction définie sur [0, 1] par t — .
Ainsi, il suit de I.LA.3 que

un = Ru(f) — /0 1ijt = [In(1 + )] = In(2).

O

I.A.5. Dans cette question, on suppose que la fonction f est de classe C' sur [a, b].
I.A.5.1. Démontrer qu’il existe un réel M tel que : V¢ € [a,b], |f'(t)] < M.

La fonction f étant de classe C! sur [a,b], elle est dérivable sur [a,b] et sa dérivée f’ est
continue sur [a,b]. Ainsi, f’ est bornée et atteint ses bornes sur [a,b]. En conséquence, il
existe M € R tel que [f'(t)] < M, pour tout ¢ € [a, b]. O

I.A.5.2. En déduire que : Vn € N*, Vk € [0,n — 1], Vt € [zg, xrs], |f(t) — flzr)| <

D’apres l'inégalité des accroissements finis, puisque f’ est majorée par M sur [a,b], on a

Vt € [wp, xpial, [(8) = flap)] < Mt — x| = M(t — ),
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pour tout n € N* et tout k € [0,n — 1].

I.A.5.3. Démontrer que :

Th+1 M(b — 2
vne N vhe -1l | [ () - f) dt\ < MO_o)
puis que
b 2
e, | [ ) a— - a)Sn(f)‘ < Mo —of
Soit n € N* et k € [0,n —1]. On a
Tl Tp+1
[0 a < [0 - oo
T Tk
Th41
< M(t — x) dt d’apres [LA.5.2
2 Tk+1
= M |:t— — ZEkt:|
2 .
L 2
=M §<xk+1 — x3.) — Tp(Trr1 — 1)
+
= M(xps1 — xx) (—kaQ Tk xk)

_ Mb_a <$1c+1 —$k)
n 2
:Mb—a (b—a)
n 2n
(b —a)?

2n?

Cette inégalité étant vraie pour tout k € [0,n — 1], on obtient

=M

/abf@) dt — (b— a)sn(f)‘ = nzl /le(f(t) — f(zp)) dt
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1
I.A.6. Application : Calcul d’une valeur approchée de / e dx par la méthode
0

des rectangles.
Soit f la fonction définie par : Va € R, f(z) = e ™.
I.A.6.1. Déterminer un réel M tel que Vx € [0,1], |f'(z)| < M.

f est une fonction de classe C*™ sur R et, pour tout z € R, on a
Flz) = —2ze™ et f"(z) =2(22° — 1)
Ainsi, f”(z) est du signe de 22? — 1, pour tout € R. En particulier, f”(z) < 0si x € [0, ‘/75[

et f"(z) > 0six E}\/Ti, 1]. La fonction f’ atteint donc un minimum en ¥2 on elle vaut

2

D’autre part, f'(z) < 0 pour tout = € [0,1] et donc, si on pose M = v/2e~'/2, on obtient
If'(z)| < M, Vzel01].
O]

Soit € € R’. En utilisant les résultats obtenus dans la question I.A.5, écrire un

1
algorithme qui calcule une valeur approchée a ¢ pres de / e dx.
0

1
N J— \ p— 2
Donner une valeur & 1073 prés de / e " dx.
0

1) M = +2e7 12,
2) n:=1;
3) R:=0;
M — a)?
4) Tant que (% > e) faire :
n

(10) Afficher R;
On obtient ainsi

1
/ e dr =~ 0, TAT.
0

Partie B : application a I’étude de suites



Soit f une fonction définie sur |0, 1], continue et décroissante sur |0, 1].
On considere la suite (r,,),en+ définie par :

§ 1 & k
VHEN, rn_ﬁ;f(ﬁ>

1
et la fonction I définie sur |0, 1] par : Vz €]0,1], I(z) = / f(t) dt.

I.B.1. Démontrer que pour tout entier n > 2 et pour tout £ € [1,n — 1], on a :

1, (k+1 E 1. [k
gf(n)é/ﬁ sy ae<r (%),

La fonction f est décroissante sur |0, 1] donc, pour tout k € [[1,n — 1] et tout t € [%, %},
on a
k+1 k
F() < r=r(h).
n n
En intégrant cette inégalité sur [%, %], on obtient

k+1

()< [P (d).

O

I1.B.2. En additionnant les inégalités précédentes, démontrer que pour tout entier

n>2,0na:
() msnsi () ()

En sommant les inégalités obtenues en I1.B.1 pour tous les k € [1,n — 1], on obtient

%Zf(%) > / 70 dtz%if(kzl),
k=1 n k=1

1

c’est a dire,

Il s’ensuit que

]<%>+%f(1)§rngl(%>+%f (%)

I.B.3. On suppose, de plus, que lim, ,,I(x) =1 (Il € R) et lim, ,oxf(x) = 0.
Démontrer que la suite (r,),en+ converge et préciser sa limite.

O



Puisque /(z) — I, on a I (1) ——— 1. Et puisque % f(1) ——— 0, on obtient

z—0 n—>-+o00 n—>-+00
1 1
I (—) +=f(1) —— L.
n n n—>r+00

n

I(l) +lf (l) e S
n n n n—>-+00

Le théoreme des gendarmes appliqué a l'inégalité obtenue en [.B.2 montre que r, — [.
n—--+00

O

D’autre part, puisque z f(x) — 0,ona - (l) ——— 0. Ainsi
Tr—>

21 1
’ —3 In(z), pour tout réel = €]0, 1].

I.B.4. Dans cette question, on pose f(x) =

I.B.4.1. Démontrer que pour tout n € N*,

_ (n+1)2n+1) —l—iln (n_’)
24n2 4  2n nn )’

On rappelle que la somme des carrés des n premiers entiers naturels est égale
nn+1)2n+1)

n

6
Pour tout n € N* et tout k£ € [1,n], on a
k 1 [k? 1

lf (E) — L]{Q 1 + lln(n) — lln(k).
n n 4

n3 n 2 n 2 n
Ainsi, en sommant sur k € [1,n], on obtient

-2 (r)
=13 <Zk2>———|——ln Zln

1 n(n+ 1)(2n 1) L. i (nln(n) — In(n!))

et donc

T 403 4" on
(n+1)(2n—|—1) 1 1 1 n!
= — - —In|l—).
24n? 4  2n nr

O

n! 1/n
1.B.4.2. En utilisant les questions précédentes, démontrer que la suite (( ) )
n neN*

converge et déterminer sa limite.

On rappelle que la fonction x — zln(zx) — x est une primitive de la fonction In
sur R.
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On a, pour tout z > 0,

Bt !
- [ it —n]
1 2 1
—5—(3—‘7( 1“<f’”>—$>>
B 1
_(E*)O 57
car zIn(z) —— 0. Ainsi,
z—0
! 1
dz = -
/Of(fC) T=3

et il suit de I.B.3 que

D’autre part,
(n+1)(2n+1) 1 1 1

1
24n? 4 n—iod 12 4 6
Il suit alors de I.B.4.1 que

1 n! 1 1
—-In|l—] — 2 =+=-] =—-1.
n n" ) n—-+oo 3 6

Ainsi, par continuité de la fonction exponentielle,

( 1 ( n! > ) 1
exp|( —In[— e
n nm n—+oo €

mais
1
1 ! I\ n 1=
n nn" nn n
Alinsi,

()" 1

—_ —.

n n—-4o0o €

Partie C : une suite d’intégrales

I.C.1. Démontrer que pour tout n € N* et tout £ € [0,n — 1], on a :

(k+1)m

n

km
n

2
i de = —.
| sin(nx)| dz -
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Pour tout k € [0,n — 1], on a

T € {Z—W@} < nx € [kr, (k+ 1)x].

et donc

n n

|sin(nz)| = (—1)*sin(nz), Va € {k—”w]

Ainsi, en effectuant le changement de variable y = nx, on obtient

UetD)m UetD)m

/«r C [sin(na)] do = /m " (=1)Fsin(nz) do

n n

1)k DT
_ / sin(y) dy
k

n s

(_1)k+1 (k1)

= feosty)s

= CU et - 1y

I.C.2. Soit f une fonction continue et croissante sur [0, 7.
I.C.2.1. Démontrer que pour tout n € N* et tout £ € [0,n — 1], on a :

(ks ),

n

(k+1)m
Ef <k_ﬂ> S/ "
n n km

La fonction f étant croissante sur [0, 7], on a, pour tout k& € [0,n — 1], et pour tout = €

Gl
(5 < o< (H207),

@l sinfue)| do < 27 (

n’ n

n n
Ainsi,

km

! (;) [sin(na)| < f(x)|sin(na)| < f <M

n

) |sin(nzx)|, Vz € {k—ﬁm—lh} :

n n

En intégrant sur [%’T, (kt})”}, on obtient

(k+1)w (k+1)m (k+1)m

f (’%) / " lsin(na)| dz < / " F@)|sin(na)| dx < f (@) / |sin(nz)| dz

n
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et donc, d’apres 1.C.1,

(k+1)w

() < [T s@sinta) o < 2 (HEDT),

n n n

n

I.C.2.2. En déduire un encadrement de / f(x)|sin(nx)| dx.
0

En sommant les inégalités obtenues dans I.C.2.1 pour k variant dans [0,n — 1], on obtient

2CX [kt ™ _ 2, ((k+Dr
Ekz_;f (7) S/o f(z)|sin(nz)| dx < E;f (T) ,
c’est a dire i
25,(/) < [ f@)lsin(ne)] d < 2R,(9)

avec les notations de . A. O

I.C.2.3. Déterminer lim f(x)|sin(nz)| dz.
n—aoo

La fonction f est continue sur [0, 7], donc nous sommes dans les conditions de I.A.3. On
a donc

n—--+oo

25.(f) —— 2/07rf(x) dx
et

n—>-+oo

2R,.(f) —— 2/0” f(x) dz.

Le théoreme des gendarmes, appliqué a 'inégalité obtenue en 1.C.2.2 montre donc que

/0 (o) sinfnr)]| dz ——2 /0 f(z) da.
O

I.C.2.4. Obtiendrait-on le méme résultat si f était une fonction continue et
décroissante sur [0, 7] ?
Si f est continue décroissante, — f est continue croissante et donc pour tout n € N*,

/07r f(z)|sin(nz)| de = _/Oﬂ(—f)(ar)]sin(m:)\ A

- —2/ (—f)(z) dz d’apres 1.C.2.3
0

:Q/OWf(x) da.

Ainsi, le résultat est toujours valide. U
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Partie D : une application aux probabilités

1
I.D.1. Pour tout couple d’entiers (k,m), on pose I}, = / 2*(1 — )™ du.
0

I.D.1.1. Démontrer que : Vk e N*, Vm e N, I, = T 1ms1-

m+1

On fait une intégration par parties :

1
I = / 2*(1— )™ da
0

1 ootk
— | ij(l - x)m+l +/ xk71<1 _ x)erl dx
m+ 1 o Jo m+1

k

1
_ _/ U1 — 2)™ da
m + ]. 0

k

= T 1mar-
m+1k1,+1

O

I.D.1.2. Pour tout couple d’entiers naturels (k,m), déterminer I, et en déduire
une expression de [;,, en fonction des entiers k et m.
Soient (k,m) un couple d’entiers naturels. On a

1 1_x)k—|—m+11 1
Okt A( @) du { k+m+1L k+m+1

Montrons par récurrence sur k que, pour tout entier naturel m,
k!'m!
Iy, ————— Lo km-

0!m!
————Iy.0.m, pour tout m € N. Soit maintenant k£ > 1 tel que
(m+0)l ™
I’hypothese est vérifiée au rang k — 1, montrons qu’elle est vraie au rang k. D’apres 1.D.1.1,
on a, pour tout m € N,
k
Iy = Ii—1m
k, oy 1 Etm
ko (k—Dl(m+1)!
= Iy +m d’apres ’hypothese de récurrence,
mal (m + k)] 0,k+ P yp
k!m)!
~ (m+k)!

ce qui prouve I’hérédité. O

Si k =0, on a bien Iy, =

0,k+m>

I.D.2. Soit n € N* et p € [0, 1].

Une urne contient des boules rouges et des boules blanches. La proportion
de boules rouges dans cette urne est p. On réalise dans cette urne n tirages
indépendants d’une boule avec remise. On note X la variable aléatoire égale au
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nombre de boules rouges obtenues.
Déterminer la loi de probabilité de X, puis donner I’espérance de X.
Toutes nos variables aléatoires seront définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P).
Pour tout i € [1,n], on définit une variable aléatoire X; qui vaut 1 si on tire une boule
rouge au ieme tirage et 0 si on tire une boule blanche. Chaque X; est donc une variable
aléatoire suivant une loi de Bernoulli B(p) de parametre p.
En outre, les variables aléatoires Xi, . .., X, sont indépendantes (il s’agit donc d’un schéma
de Bernoulli de parametre p) et la variable aléatoire X s’écrit

i=1

11 s’agit donc d’une somme de n variables aléatoires indépendantes de loi B(p) (ou de maniere
équivalent du nombre de succes dans un schéma de Bernoulli de parametre p avec n essais),
elle suit donc une loi binomiale B(n, p).

Sa loi est donc donnée par

P(X =k)= (Z)pk(l —p)"* Yk e X(Q)=[0,n].

L’espérance d’une variable aléatoire X de loi binomiale B(n,p) est E(X) = np. En effet,
par linéarité de I’espérance, on a

E(X)=FE (i XZ-> = iE(Xi)

et pour chaque i € [1,n],

I.D.3. Soit n € N* et N € N*.
On dispose de N urnes Uj,...,Uy contenant des boules rouges et des boules
blanches et telles que, pour tout j € [1, N], la proportion de boules rouges dans

U; et % On choisit une urne au hasard et on effectue dans cette urne n tirages

indépendants d’une boule avec remise. On note X la variable aléatoire égale au
nombre de boules rouges obtenues.
I.D.3.1. Pour tout entier naturel %k, on note py(k) la probabilité que Xy prenne

la valeur k.
WOEES () (%)k (1- %)

Démontrer que :
=1

Soit U la variable aléatoire désignant le numéro de I'urne choisie au hasard. Alors U suit une
loi uniforme sur {1,..., N} et les événements (U = k)g—;.. n forment un systeme complet

-----
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d’événements (et plus précisément une partition de Q). On peut donc appliquer la formule

des probabilités totales et on obtient, pour tout entier naturel k,

D’autre part, XJ(VU:j ) compte le nombre de succes (tirages d'une boule rouge dans 'urne Uj)

dans un schéma de Bernoulli de parametre % (probabilité, pour chaque tirage dans U;, de

tirer une boule rouge). 11 s’ensuit, que pour tout k € [0, n],

Alinsi,

0

1.D.3.2. Calculer I’espérance de Xy. Quelle est la limite de cette espérance quand

N tend vers +oo?
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Puisque l'on effectue n tirages avec remise, on peut avoir entre 0 et n boules rouges, au-
trement dit, Xy (Q2) = {0,...,n}. Ainsi,

E(Xy) =) k-P(Xy=k)

N .
1 iy
— E n%, car X](VU_]) suit une loi B (n, %)

O

1.D.3.3. En utilisant le résultat obtenu dans la premieére question, déterminer
v lim py(k). Que peut-on en déduire pour la suite des variables aléatoires (Xy)yens 7
—>r400
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avec f,x(r) = 2F(1 — 2)"7*. La fonction f, étant continue sur [0, 1], il suit de I.A.3 que

()2 (3)- ()/fw

n! klln—k)!
= [0 n
kElln—k)!  nl ’
1
S on+1
On peut donc en conclure que la suite (X x)nen+ converge en loi vers une variable aléatoire

de loi uniforme sur {0,...,n}, ce qui est cohérent avec la réponse trouvée a la question
précédente. O

Fin du premier probleme.
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Probleme 2 : fonction exponentielle, évolution d’une

population
On établit dans la partie A l'existence d’une unique solution de I’équation différentielle
y' =y vérifiant y(0) = 1 et on étudie dans la partie B un exemple d’équation différentielle.
Dans la partie A, les fonctions exponentielles et logarithmes sont supposées ne pas étre
connues.

Partie A : la fonction exponentielle

On s’intéresse dans cette partie a I’équation différentielle

(E) Y=y

avec la condition y(0) = 1.

I1.A.1. Dans cette question, on suppose qu’il existe une fonction f dérivable, so-
lution de (E) sur R telle que f(0) = 1.

II.A.1.1. Démontrer que : Vz € R, f(x) x f(—z) = 1.

Soit g : R — R la fonction définie par g(x) = f(x)f(—z). Alors g est dérivable et

g'(z) = f'(z)f(=z) = f(@)f'(—=2) = f(z)f(—2) — f(z)f(-2) =0, VzeR
Il s’ensuit que g est constante sur R. Puisque g(0) = £(0)* = 1, il vient

1=g(x) = f(z)f(-z), VeeR

O
I1.A.1.2. En déduire que f ne s’annule pas sur R.
Par I’absurde, s'il existe zg € R tel que f(xg) = 0, alors f(zo)f(—z0) = 0or f(xo)f(—x¢) =1
d’apres II.A.1.1, une contradiction. O

I1.A.1.3. Démontrer que si g est une fonction dérivable solution de (E) sur R telle
que g(0) =1, alors g = f.

x
On pourra considérer la fonction définie sur R par () = %

x
Nous pourrions invoquer le théoreme de Cauchy-Lipschitz pour établir le fait que (E) n’a
qu’une seule solution valant 1 en 0. Cependant, nous allons I’établir ici de maniere élémentaire.

Puisque f ne s’annule pas sur R d’apres I1.A.1.2, on peut considérer la fonction ¢ définie

sur R par

_9
V="

Elle est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivable dont le dénominateur ne
s’annule pas et, pour tout x € R, on a
/ _ !/ _
W:gf 9t _9f—9f _
f? f?
En outre, ¢(0) = 1 donc ¢ est constante égale a 1 sur R, autrement dit, f = g sur R. O
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I1.A.1.4. Démontrer que : V(a,b) € R?, f(a+0b) = f(a) x f(b).
On pourra fixer un réel a et considérer la fonction définie sur R par ¥(x) =
fla+x)

fla)

Soit a € R. Puisque la fonction f ne s’annule pas sur R, elle ne s’annule pas en a. Ainsi, on
peut considérer la fonction 1, définie sur R par

fla+ )
Yo(r) = 29T
="
On a alors
f'la+x)
P (x) = ——= =1,(x), VzeR.
I TOR
En outre,
f(a)
Ve (0) = —% = 1.
0=
Ainsi, v, est une solution de (E) sur R qui vaut 1 en 0. Il suit alors de II.A.1.3 que ¥, = f,
autrement dit que f(z) = %, pour tout x € R, ou encore, que f(a + z) = f(a)f(z),
a
pour tout x € R. Ceci étant vrai quel que soit, a, la propriété voulue est établie. O

II.A.1.5. Déduire des résultats précédents que f est strictement positive sur R.

On a vu en IILA.1.2 que f ne s’annule jamais et on sait de plus que f(0) = 1 > 0. Par
I'absurde, supposons qu’il existe a € R tel que f(a) < 0. Alors, il suit alors du théoreme des
valeurs intermédiaires, qu'il existe ¢ € [1, a] tel que f(c) = 0, ce qui contredit I11.A.1.2. Ainsi,
f(z) > 0, pour tout = € R. O

II.A.2. On va dans cette question établir ’existence d’une fonction f définie et
dérivable sur R, solution de (E) telle que f(0) = 1.
Soit z € R. On pose, pour tout entier n > |z| :

Uy (z) = (1 + %)n et v,(z) =

1

un(—)

On va montrer que les suites (u,(2))n>|| €t (Un(2))n>|z| SONt adjacentes.
I1.A.2.1. Justifier que les suites (u,(z)) et (v,(z)) sont bien définie pour n > |z|.
La seule chose a vérifier est que u, (—z) ne s’annule jamais pour n > |z|. Or
T\ x
un(—x):0<:><1——> :O<:>(1——>:0<:>:v:n,
n n
ce qui n’arrive pas si n > |z|. O

I1.A.2.2. Etablir par récurrence 1’inégalité de Bernoulli :

Va €] — 1,400[, Vn € N*, (14 a)" > 1+ na.
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On le montre par récurrence sur n.

Sin=1,onal+a>1+4a donc la propriété est trivialement vérifiée.

Soit n > 1 et supposons la propriété vérifiée au rang n. Montrons qu’elle est vraie au rang
n+1.On a

(1+a)"" =(1+a)(l+a)
> (14 a)(1 4+ na) par hypothese de récurrence,
=1+ a+ na+ na’
= (1+ (n+1)a) + na®
> 1+ (n+ 1)a car na® > 0,
d’ou I'hérédité. O

I1.A.2.3. Soit n un entier tel que n > |z|.
I1.A.2.3.i. Démontrer que :

U1 () = () (1 + %) (ﬁ)m .

I1.A.2.3.ii. En utilisant I’inégalité de Bernoulli, démontrer que

x n+1
1+n—+1 1
142 14+

vV

B n?+n+nx "
S \nm24n+(n+ 1z

T n+1
1- 3
n?+n+(n+1)z
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mais

X

<1
n?+n+(n+ 1)z

donc on peut appliquer 'inégalité de Bernoulli et on obtient

n+1
T x
1 — >1-— 1
( n2—|—n+(n+1)x> - (n+ )nQ—i—n—i—(n—l—l)x

R KA prpre e

=1
n—+ax
n+r—x

n+x
n

n+x
1

1+

318

Ainsi,

v

1_’_%—"_1 n+1 1
1+2

—_
_l_
38

IT.A.2.3.iii. En déduire que la suite (u,(2)),>|, est croissante.

Pour n > |z|, on a toujours u,(x) > 0. Ainsi, (un())n>(s est croissante si et seulement
sl

Unt1(2) >1, Vn> |zl
Or cette inégalité suit immédiatement de 11.A.2.3.i et I1.A.2.3.ii. O

IT.A.2.4. Démontrer que la suite (v,(z)),>|,| est décroissante.

La suite (un(—2))n>|z est croissante d’apres I1.A.2.3.iii. Ainsi, la suite (v,())n>| est l'in-
verse d’'une suite croissante, elle est donc décroissante.

I1.A.2.5. Soit n un entier tel que n > |z|.

I1.A.2.5.i. Démontrer que v,(x) — u,(z) = v,(2) (1 — <1 — :p_) ) '

n2
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On a

(- (1-5)) - g 062 62

I1.A.2.5.ii. En déduire que v,(z) — u,(z) > 0.

On a u,(z) > 0 pour tout n > |z| donc v, (z) > 0 pour tout n > |x|. D’autre part, 0 < fl—z <1
done 0 < 1- % <Tetdone (1— (1= 2)") = 0. Ainsi, il suit de ILA.25.i que

(@) — Uun (@) = vn(2) (1 - <1 - z—z)n) > 0.

I1.A.2.5.iii. En utilisant ’inégalité de Bernoulli, démontrer que :

LEQ

V() — up(z) < v,(z) X —.

2
T n
Puisque n > |z|, on a 3 > —1. On peut donc appliquer I'inégalité de Bernoulli a (1 — %)

et on obtient
et donc
d’ou

O

I1.A.2.6. Déterminer, en utilisant les résultats des questions précédentes, la li-
mite de la suite (v,(z) — u,(2))n>[2. Conclure.

La suite (v5,(2))n>|2) est décroissante d’apres I1.A.2.4 donc elle est majorée. D’autre part,
(Un(2))n>|2| st positive donc elle est minorée. Elle est ainsi bornée.

. 2 , . 2 . . 4
La suite (%) tend vers zéro donc la suite (vn(x)%) , produit d’'une suite bornée
n>|z| n>|z|

et d’une suite tendant vers zéro, tend vers zéro elle-méme.
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D’autre part, on a montré en I1.A.2.5.ii et I1.A.2.5.iii que

2
0 <wvp(x) —uy(x) < vn($)%7 Vn > |x|.

Ainsi, il suit du théoreme des gendarmes que (v5,(2) — Uy () )n>|e tend vers zéro.

Les suites (un())n>z) €t (Un(2))n>|2) sont donc des suites respectivement croissante et
décroissante dont la différence tend vers zéro, ce sont donc des suites adjacentes. En parti-
culier, elles convergent vers la méme limite. 0

II.A.2.7. On désigne par [ la fonction qui a tout réel = associe f(z), limite com-
mune des suites (1, (7))n>[z| €t (Vp(2))n>[z- On va démontrer que la fonction f est
solution de I’équation différentielle (E) et vérifie f(0) = 1.

I1.A.2.7.i. Démontrer que f(0) = 1.

Pour tout n > 1, on a u,(0) = 1 donc (u,(0))nen+ est la suite constante égale a 1, sa li-
mite f(0) est donc égale a 1. O

Dans les deux questions suivantes, on considéere un réel x,.

I1.A.2.7.ii. On admet que : V(a,k) € R?, f(a+ k) — f(a) > kf(a).
En utilisant cette relation, établir que :

Vh €]~ L[ hf (o) < flao+h) — Flzo) < o f(zo).

D’apres la relation proposée, on a, pour tout h €] — 1, 1],

f(xo+h) — f(xo) = hf(xo),

ce qui montre la premiere inégalité.
Pour la seconde, on observe que

Flao 4 ) — flao) — o flag) = L0 = Tto) b (o) = A7 (o 1) — R wo)
= (flwo+ h) — Flwo) ~ hf (o +h)).
Or
f(xo+h) — f(zo) = = (f(xo+ h —h) = f(zo+ h))
< —(=h)f(xo + h) d’apres la relation proposée,
Ainsi,
f(xo+h) — f(xo) — hf(xo+h) <0
et donc ,
f(xo+h) — f(xo) — mf(xo) <0,

ce qui prouve la seconde inégalité. O
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I1.A.2.7.iii. En déduire que f est dérivable en zy de dérivée f(z(). Conclure.

En divisant I'inégalité obtenue en I1.A.2.7.ii par h puis faisant tendre h vers 0, le théoreme
des gendarmes implique que

lim

h—0

Ainsi, f'(x) existe et vaut f(xg).

Puisque z( a été choisi de maniere arbitraire dans R, la fonction f est dérivable en tout

point de R et on a f'(x) = f(z), pour tout z € R. En outre, on a vu en I.LA.2.7.i que

f(0) = 1. Ainsi, il suit de II1.A.1.3 que f est I'unique solution de ’équation (E) qui vaut 1 en
0.

Nous avons donc prouvé 'existence et 'unicité d’une solution au probleme de Cauchy posé

et, en vertu de ce que nous savons par ailleurs, nous avons en fait reconstruit la fonction

exponentielle et établi certaines de ses propriétés élémentaires. 0

f(zo+h) = f(xo)
Y = f(xo)-

Partie B : évolution d’une population

Pour étudier I’évolution d’une population de poissons au cours du temps, on
utilise le modele suivant. On admet que la fonction N, représentant le nombre
de poissons en fonction du temps ¢ (exprimé en années) vérifie les conditions
suivantes :

— N est solution de I’équation différentielle

(E) Yy =ry (1 - %)

ou r et K sont des constantes réelles strictement positives ;

— N(0) = Ny, avec 0 < Ny < K

— N est définie sur un intervalle ouvert [ contenant 0;

— si g est une solution de (E) définie sur un intervalle J contenant 0 et vérifiant
g(0) = Ny, alors J est inclus dans /.

I1.B.1. Quel théoréme permet de garantir ’existence et ’unicité de la fonction N 7
La fonction N ainsi caractérisée est une solution mazimale du probleme de Cauchy associé
a (E) avec la condition initiale Ny en 0. C’est le théoreme de Cauchy-Lipschitz qui assure
I'existence d’une telle solution maximale. Il s’applique bien dans ce cas puisque nous avons

a faire & une équation différentielle qui est C!, et donc localement lipschitzienne, en fonction
de y. 0

On admet que [ contient [0, +oc[, et que pour tout réel t € I, 0 < N(t) < K.
I1.B.2. Etude qualitative

I1.B.2.1. Démontrer que N est strictement croissante sur /.
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N est dérivable et on a

N’:'r’N(l—E>.
K

Mais puisque 0 < N(t) < K pour tout t € [ on a

N(t)
— <1, Vtel
K 0 e
et donc
N(t
N'(t) =rN(t) (1 — %) >0, Vtel.
Ainsi, N est strictement croissante sur /. [

I1.B.2.2. En déduire que N admet une limite finie / en +oo.

La fonction N est croissante sur [0,+oo[ et majorée par K, elle admet donc une limite
finie en +oo0. O

I1.B.2.3. Démontrer que ¢ = K. On pourra raisonner par l’absurde.

Inutile ici de raisonner par I’absurde. Puisque N () t4> ¢, il suit de I’équation (E) que
—rto0

N'(t) —— 1/ (1 — £> :

t—r+o00 K
Or,
400 b
N'(t) dt = lim N'(t) dt = lim N(b) — N(0) = ¢ — Ny.
0 b—4o00 0 b—r+00

Ainsi, N’ est intégrable sur [0, +o0[ et dong, si elle admet une limite, celle-ci est nécessairement

nulle. Ainsi,
14
1——)=o.
re ( K) 0

Mais puisque N est strictement croissante et N(0) = Ny > 0, on a nécessairement ¢ # 0.

Ainsi, puisque 'on a aussi r > 0, il vient 1 — an 0, c’est a dire, / = K. O

I1.B.3. Détermination d’une expression de N.

On pose, pour tout ¢t € I, g(t)

~ N
I1.B.3.1. Démontrer que g est solution sur / de I’équation différentielle
T
E’ '=— —-
(E") Y=yt

Puisque N(0) = Ny > 0 et que N est strictement croissante d’apres 11.B.2.1, elle ne s’annule
pas sur [ et donc g est dérivable sur I de dérivée
N
g - N2 *
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Ainsi,

et donc, en multipliant par —K, on a
—KN +rKN —rN*=0.
r
Ainsi, ¢’ ——==0. OJ
ms1, g +rg K

I1.B.3.2. Résoudre I’équation différentielle (E’), puis déterminer une expression
de N sur /.
(E’) est une équation différentielle linéaire du premier ordre. On note

(H) y +ry=0

I’équation homogene associée.
L’ensemble Sy des solutions de (H’) est

Sy ={t—= X" AR},
D’autre part, une solution particuliere évidente de (E’) est la fonction constante
Yo : L > i
K
Ainsi, ’ensemble des solutions de (E’) est

1
So={im Loanes).

Ainsi, il existe A € R tel que

N(t) = ﬁ Vtel.
Mais d’apres la condition initiale sur NV, on a
No = N(0)= ;M N 1+K/\K’
c’est a dire, X .
A= N K

I1.B.3.3. Retrouver la limite de N en +oo.

Puisque r > 0, e ——— 0 et donc
t—>+o00

1
lim N(t) = lim =

t—>4o00 t—rt+oo 1 1 1 —rt
Kt <Ng K) €




ce qui coincide avec le résultat trouvé en I11.B.2.3.

Fin de I'épreuve.
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