AGREGATION INTERNE DE MATHEMATIQUES 2018
COMPOSITION 1

Correction proposée par G. Dupont.

Version du 15 février 2018.

AVANT-PROPOS DU CORRECTEUR

La premiere composition de 'agrégation interne 2018 de mathématiques a pour objets principaux l’algebre linéaire et les
polyndmes & une indéterminée. L’objectif spécifique du probléeme est de démontrer la positivité de deux déterminants particuliers.

On retrouve au fil de ce sujet de nombreux objets classiques de I’algebre : densité de GL,,(C) dans M,,(C), résultant de deux
polyndmes, discriminant, division euclidienne, etc. Aucune connaissance théorique préalable n’est vraiment requise pour aborder
ce sujet mais une habitude des techniques et arguments classiques est certainement indispensable pour en venir a bout.

Outre les notations de I’énoncé détaillées ci-dessous, cette correction utilise certaines notations qui lui sont propres :

— SiAe M, ,(K) et (4,5) € [1,n] x [1,p], on note [A]; ; entrée (i, j) de la matrice A.

— Si u est un endomorphisme, on note Sp(u) son spectre. Et si A € Sp(u), on note Ey(u) = ker(u — Aid) I’espace propre
associé. On utilise les mémes notations pour les matrices.

— Si A1,..., A, € K", on note diag(A1,...,A,) la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont, dans l'ordre,
ALy ooy A

Mise en garde : La correction ci-dessous n’est certainement pas exempte d’erreurs (de la coquille a erreur de raisonnement)
et je ne doute pas que certains arguments puissent étre améliorés. Elle est proposée bénévolement et communiquée afin d’aider
les candidats dans leur préparation.

NOTATIONS, RAPPELS ET PRESENTATION DU PROBLEME
— Onnote N, Z, Q, R et C les ensembles de nombres usuels : entiers naturels, entiers relatifs, nombres rationnels, nombres
réels et nombres complexes.
— Dans tout le probléeme, n est un entier naturel non nul fixé et K désigne un corps égal a Q, R ou C.
— Si A est une partie de B (i.e. A C B), on note B\ A le complémentaire de A dans B.
— Si p et q sont deux entiers relatifs, on pose [p,q] ={k € Z | p <k <q}.

— KJ[X] désigne 'ensemble des polynomes & une indéterminée et a coefficients dans K ; pour tout entier naturel d, on note
K [X] Pensemble des éléments de K[X] de degré inférieur ou égal a d.

— Si P et @ sont deux polynomes, on note P A Q le p.g.c.d. de P et @) ; par définition, lorsqu’il n’est pas nul, ce polynome
est unitaire.

— On identifie K™ avec le K-espace vectoriel M,, 1(K) des matrices colonnes de taille n.

— M, (K) et GL,(K) désignent respectivement ’ensemble des matrices carrées de taille n et I’ensemble des matrices
carrées inversibles de taille n & coefficients dans K; (M, (K),+,, x) est une K-algebre, i.e. (M,(K),+,-) est un
K-espace vectoriel et (M,,(K), 4+, X) est un anneau; (GL, (K), X) un groupe.

— M,,(C) est naturellement muni d’une structure de R-algébre par restriction de la loi externe aux nombres réels.
— Si E est un K-espace vectoriel, on note L(E) ’ensemble des endomorphismes de E.
— Siu € L(F) et si B est une base de E, on note Matg(u) la matrice de u relativement & la base B.

— Soit A = (a;;)1<ij<n € Myn(K). Le déterminant de A est noté

a171 .. ... a17n
det(A) =

an71 ... ... a77,7n
— Pour tout v = (z;)1<i<n € C", on pose U = (T;)1<i<n-
— Pour toute matrice A = (a; j)1<ij<n € My,(C), on note A la matrice (@;;)1<i j<n-

— Pour toute matrice A € M,,(K), on note x4 = det(XI, — A) le polyndéme caractéristique de A (I,, désigne la matrice
unité de taille n). Ce polynéme est unitaire de degré n.

— Si F désigne un ensemble quelconque, on dit qu’'une application f : £ — E est involutive lorsque f o f = idg.
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L’objectif du probléme est d’établir ’assertion (1) suivante :

(1) Y(A,B) € M,(C)?, det A B €ER,.
-B A

Pour cela, on commencera par montrer que cette assertion est équivalente & P’assertion (2) :

(2) YO € M, (C), det(l, +CC) € R,.

Une démonstration directe sera proposée en derniere partie.

PARTIE I : RESULTATS PRELIMINAIRES

On fixe deux matrices A et B, éléments de M,,(C).

1. Démontrer ’assertion (1) dans le cas ou n = 1.
Pour tous a,b € C, on a

det ({ _al—) 2 }) =aa+bb=|a|® + |b]* € R,.
O
2. Etude de la conjugaison dans M, (C).
2.a. Montrer que, pour tout 4 € M, (C) et tout v € C", Av = Av.
Soit i € [[1,n]. On a
[ﬂ]z 1= Z @5 kVE 1
k=1
= Z @ik Vk,1
k=1
= Dﬁﬂhl
0

2.b. Montrer que I’application est un automorphisme de R-algebres involutif.

M, (C) — Mn(C)
A — A
Notons 7 cette application. Il suit d’un calcul direct que 7 est R-linéaire, multiplicatif (en utilisant la formule du produit
matriciel comme a la question précédente), que 7(I,,) = I, de sorte que 7 est un morphisme de R-algébres. En outre 7 o7 =
id g, () de sorte que 7 est involutif et donc bijectif. O

2.c. Montrer que, pour tout A € M,,(C), det(A) = det(A).
Soit A € M, (C). On a

det(A) = 3 (o) [J oo

ceS,

= Z 6(U)l_[ai,a(i)
gEeS, i=1

= det(A).

2.d. En déduire que, pour tout A € GL,(C), det(A4) € RY.
Soit A € GL,,(C). On a donc det(A) # 0 et ainsi

det(AA) = det(A) det(A)
= det(A)det(A)
= |det(A)|* > 0.




3. Densité de GL,(C).
3.a. Soit A € M, (C). Montrer qu’il existe n > 0 tel que :

VAeC,0< |\ <n = A-X, €GL,(C).

xa(X) = (-1)"det(A— X1I,) € C[X] admet un nombre fini de racines. Ainsi, 'ensemble Sp(A) des racines de x 4 est discret.
11 existe donc i > 0 tel que la boule ouverte B(0, 5[ ne contient pas de racine autre que 0 (le cas échéant). Ainsi,

YAEC,0< |\ <n = det(A—A,)#0 = A—A, € GL,(C).

3.b. En déduire que GL,(C) est dense dans M,,(C).

Soit A € M,,(C). Considérons (A;)ren une suite de complexes non nuls convergeant vers 0. On note, pour tout k € N,
A = A — M1, de sorte que Ay k—) A. Avec le réel n construit en 3.a., la suite (Ag)r convergeant vers 0, il existe un entier

—+o0
N tel que, pour tout k € N,
E>N = 0<|X\| <7
Ainsi,
k>N = det(4y) #0 = A, e GL,(C).

11 s’ensuit que A € GL,,(C) (la barre désignant évidemment ici ’adhérence) et donc

M, (C) = GL, (C).

4. On suppose dans cette question que A est inversible.

I, 0 A B
4.a. Calculer [ BA-U I, ] X [ = = ]
na

4.b. En déduire qu’il existe une matrice C € M, (C) a déterminer telle que :

det <[ ok D — | det(A)[? det(I, + CC).

A étant inversible, A lest aussi et A~! = A-1. Ainsi,

([ §]) -

= | det(A)|2 det(I, + CC),
avec C' = A~1B. O

5. Montrer que (1) et (2) sont équivalentes.



Montrons que (1) implique (2). Pour cela, on considere une matrice C' € M,,(C) et on se donne une matrice inversible A. On
pose alors B = AC. 1l suit alors de la question 4.b que

det ([ 0 D — | det(A)[? det(I, + CC)

et donc
1

= A B
det(l,, + CC) = ———— det = =z eRy.
et +00) = e (| 5 4 ]) <®e
Réciproquement, supposons (2) et considérons A, B € M,,(C). Par densité de GL,(C) dans M,,(C), on considére une suite
(Ag)k de matrices inversibles convergeant vers A et, pour tout k € N, on pose Cy = A7k_1§. Il suit de la question 4.b que

Vk €N, det ([ Ag f D = |det(Ag)|* det(I,, + CxCh) € Ry
- E
mais alors
A B o A, B
car le déterminant est continu et R est fermé. ]

PARTIE IT : DEMONSTRATION DE (2) DANS UN CAS PARTICULIER

On considére : Q@ = {C € M,,(C) | xc¢ est un polyndéme scindé a racines simples} .
Soit C' € Q.
6. Soit (A, B) € M,,(C)2.

6.a. Montrer que si A est inversible, Y45 = xpa-.
Indication : On pourra montrer que AB et BA sont semblables.

Puisque A € GL,(C), on a AB = ABAA™! = A(BA)A™! et donc AB et BA sont semblables, elles ont ainsi le méme
polynome caractéristique. O

6.b. Montrer que xap = XBA-
Indication : on pourra utiliser la question 3.b.
L’application
: { Mn(C) — Cy[X]
) A — XA
est continue car les coeflicients de y 4 sont polynomiaux en les entrées de A.
Soit alors A € M,,(C) et (Ar)ren une suite de matrices inversibles convergeant vers A. Par continuité du produit et de
I’application x, on a donc

XA,B —— XAB €t XBa, — XBA-
k—+oo k—-+oo
Mais chaque Ay, étant inversible, il suit de la question précédente que x4, B = XBa, €t donc, par unicité de la limite,

XAB = XBA-

6.c. Montrer que xoc € R[X].

On a

Xoe = det(X 1, — CC)
=det(XI, — CC)
=det(X1I, — CC)
= Xcc
= Xcc

Ainsi,

Xce = Xcoo

et donc, le raisonnement n’utilisant pas ’hypothése que C' € €2, on a montré que

YO € M, (C), xoc € RIX].



7. Montrer que CC est diagonalisable. Que dire de la dimension des sous-espaces propres ?

C € Q donc e est scindé a racines simples donc le polynéme minimal de CC' est scindé & racines simples et donc CC' est
diagonalisable.

En outre, X ¢ est de degré n donc CC admet n valeurs propres distinctes. En particulier, pour toute valeur propre A € Sp(CC),
on a dim E)(CC) = 1. O

8. Soit \ une valeur propre réelle de CC et ¢ € C" un vecteur propre associé.

8.a. Montrer que CC¥ = \o.
Il suit de 2.a et 2.b que

Q

Q

4]

I T

> é/‘I é/‘ Q
4

S

8.b. En calculant CCC%, montrer qu’il existe y € C tel Cv = pwv.

CC(Cv) = C(CCv)
=CM\v
= \C7.

Ainsi, Cv € E\(CC). Or on a vu en 7 que dim Ey(CC) = 1 de sorte que E\(CC) = Vectc(v). Ainsi, Cv € Vectc(v) et donc il
existe u € C tel que Cv = pw. O

8.c. Calculer C(iv) de deux maniéres différentes. En déduire que A € R,.
On a

Par ailleurs,

= |pf*v.
Mais v # 0 donc A = |u|? € RT. O

9. Montrer que det(,, + CC) € R,.
CC est diagonalisable & valeurs propres distinctes et xoo € R[X] donc Sp(CC) = Sp(CC) et donc on peut écrire

Sp(cc) = {uhm;n'aurvm} U {717"'775}

avec les p; € C\ R et les 7; € R. D’apres la question 8, on a ; > 0 pour tout i € [1, s]. Les valeurs propres étant deux a deux
distinctes, il existe P € GL,(C) telle que

PilOCyP = diag(:u’hm’ e My flrs Y1, Y2y e 775)



6

et donc
P71(00+L’L)P:P7106P+In:diag(ul+17,ul+1,...,NJT+13,“47“4’17'71+1,"}/2+1,...,75+1)

et donc

det(CC + I,,) = det(P~*(CC + I1,,) P)

=Tl + 1P < [J(v; +1) € Ry

i=1 j=1

PARTIE III : RESULTANT DE DEUX POLYNOMES

Soit (¢,7) € (N*)? un couple d’entiers naturels non nuls.

Soient P = Y"7_,a;X* € K,[X] un polynéme de degré Q et Q =5 ,_, X' € K,[X] un polynéme de degré r.

On pose :
[ap O oo coe oo e 0 bo 0 oo e oo 0]
ar ag - b1 by :
aj

0
0 bo
Resk (P, Q) = det ag ao by

0 a4 a1 by

P00
I A S

Resk (P, Q) est appelé résultant de P et ). C’est le déterminant de la matrice carrée de taille ¢ + r, appelée
matrice de Sylvester et notée Syl(P, Q).

On pose B = ((1,0), (X,0),..., (X" 0),(0,1),(0,X),...,(0,X971)) et Bean = (X*)o<k<gir1-
Krfl[X} X qul[X] — KquTfl[X]
U, V) — PU+QV
10. Montrer que B est une base de K,_;[X] x K,_1[X].
On vérifie immédiatement que B est une famille libre de ¢ + r vecteurs dans K, _1[X] x K,_1[X], or

On considere enfin Papplication ¢ : {

dim(K, 1 [X] x Kg_1[X]) =dim K, 1 [X] + dim K, 1 [X] =r +¢.
Ainsi, B est une base de K, _1[X] x K,_1[X]. O

11. Montrer que ¢ est une application linéaire.

La linéarité résulte d’un calcul direct que nous laissons au lecteur. Vérifions néanmoins que ¢ est bien définie. Soit U € K,._1[X],
onadeg(PU) = deg P+degU < ¢+(r—1) donc PU € Kyy,—1[X]. Deméme, siV € K,_1[X], onadeg(QV) = deg(Q)+deg(V) <
r+ (¢ — 1) de sorte que QV € Ky4,—1[X]. Ainsi, ¢(U,V) = PU + QV € K,;4-1[X] puisque K, 1,_1[X] est stable par somme.

a

12. Expliciter sa matrice M relativement aux bases B et B..,.



Pour tout ¢ € [0, — 1], on a
6(0,X") = QX'

r
— Z kak-H'
k=0
r+1

= by X*
k=1

et, pour tout j € [0,r — 1],
¢(X7,0) = PXI

q
_ Z P Car
k=0
q+h

= Z ak,ij.
k=j

Ainsi,
MathBcan (¢) = Syl(P7 Q)

13. On suppose que PAQ = 1.

13.a. Montrer que ¢ est injective.
Soit (U, V) € ker(¢). Alors UP + V@ = 0 et donc
UP=-VQ.
Ainsi, P divise UP donc P divise V@Q). Mais P est premier avec ) donc il suit du lemme de Gauss que P divise V. Mais, si
V #0, deg(V) = ¢ — 1 < ¢ = deg(P), une contradiction. Ainsi, V = 0. Il s’ensuit que U = 0 et donc ker(¢) = {(0,0)} et ¢ est
O

injective.

13.b. En déduire que Resk (P, Q) # 0.
On a

dim(K, 1 [X] x Kq_1[X]) = ¢+ r =dim Ky, _1[X]
et ¢ est injective donc ¢ est bijective. Il s’ensuit que M € GL44.,(C) et donc
Resk (P, Q) = det(M) # 0.

|
14. On suppose P A @ # 1. Montrer que ¢ n’est pas injective puis que Resk (P, Q) = 0.
Soit D =P A Q. On a donc
P=DP, avec deg(P;) <deg(P)—1=¢-1
Q =DQ; avec deg(Qq1) <deg(Q)—1=r—1.
Ainsi,
H(Q1,—P1) =P - PQ
=1 DP — PLDQy
=0
et donc
ker(¢) # {(0,0)}.
Il s’ensuit que ¢ n’est pas injective et donc que M n’est pas inversible. Ainsi,
Resk (P, Q) = det(M) = 0.
|

Ainsi, on a démontré que : P A Q =1 si et seulement si Resk (P, Q) # 0.
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a(a—1)

On pose A(P) = iResK(R P’), o P’ désigne le polynéme dérivé de P. A(P) est appelé discriminant de
q

P.

15. On suppose ici que P est de degré 2 et on pose P = aX? + bX + c. Calculer A(P).
SiP=aX?+bX +c,ona P =2aX+bet donc

a 2a 0
Syl(P, P’) =|b b 2a
c 0 b

Ainsi, en développant par rapport & la premiere ligne, on obtient
Resk (P, P') = —a(b® — 4ac)
et donc
A(P) = b — 4ac.
O

16. On suppose ici que K = C et par conséquent P € C[X]|. Montrer que P est scindé a racines simples si et
seulement si A(P) # 0.
C étant algébriquement clos, on a

P scindé & racines simples < PAP =1
&  Resk(P,P)#0
< A(P)#£0.

PARTIE IV : QUELQUES RESULTATS SUR LES FONCTIONS POLYNOMIALES A PLUSIEURS VARIABLES

Soit d un entier naturel non nul.

On dit qu’une fonction P : C? — C est polynomiale lorsqu’il existe une partie finie S de N¢ et une famille
(ar)res de nombres complexes telles que :

V(-Tl,l'g,...,.fd) € Cd? P(le,l'g,...,.rd) = Z a(klwwkd)xllclxéw”':C]dw'
(k1,...,ka)ES
Soit P une fonction polynomiale.
En reprenant les notations précédentes, on pose : Zp = {(Iﬂkhgkgd € C4 | P(xy1,29,...,2q) = 0}.

17.a. Soient Iy, 15,...,1; des parties infinies de C. On suppose que [ X Iy X --- X I C Zp. Montrer que P est la
fonction polynomiale nulle, i.e. que tous ses coefficients sont nuls.
Indication : on pourra procéder par récurrence sur d.

Sid =1, alors P € K[X] admet une infinité de racines, c’est donc le polynéme nul.

Supposons la propriété vraie & un rang d > 1 et montrons qu’elle est vraie au rang d+1. Pour tout (z1,...,z4) € Iy xIox---X 1y,
la fonction z — P(x1,xa,...,24,2) est polynomiale sur K et s’annule sur Pensemble infini Iy 1, il s’ensuit que c’est le polynéme
nul. Mais, pour tout z € C,

— k1 .k ka k.
P(xy,x9,...,2q,2) = E g Aloy ... kb)) Tl Ty Tyt | 270
kay1 \(k1,....ka)

Ainsi, pour tout k411, la fonction polynomiale

k1 .k kq
(xlv"'axd) — E a(khu-,kd,derl)xllzZQ oy

(K1, ka)
s’annule sur I; x I3 x -+ x I; et donc, par hypothese de récurrence, chaque a, ,,... .k kq,) €5t nul. Ceci étant vrai pour tous

les exposants kg1, on en déduit que tous les coefficients de P sont nuls.
O

17.b. En déduire que si P # 0, alors Zp est un fermé d’intérieur vide, puis que C?\ Zp est un ouvert dense dans
cd.
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Soit P # 0. C étant algébriquement clos, le polynéme P(X,X,...,X) € C[X]| s’annule sur C en un point 2y et donc
(20,20, ---,20) € Zp ce qui prouve que Zp est non-vide. Par ailleurs, Zp = P~1({0}) est I'image réciproque du singleton {0},
qui est fermé dans C, par P qui est une application continue. Il s’ensuit que Zp est un fermé de de C?. Enfin, si Z (P) # (), alors
il existe une boule ouverte B C Zp. Ainsi, P s’annule sur B mais alors P est le polynome nul d’apres la question 17.a. Ainsi,

Z(P) = 0.

En passant au complémentaire, on obtient que C%\ Zp est un ouvert dense de Zp.

On rappelle que Q = {C € M,,(C) | xc& est un polynéme scindé a racines simples} .

18. A I’aide du discriminant, montrer que {2 est un ouvert dense de M, (C).
On pose
M,(C) — C
A
{ M = AlXwmm)-
Alors on peut écrire A comme la composition
M = (M, M) = MM = Xng = (Xazars Xarar) = Resk (Xaraz Xagar)
et toutes les applications impliquées dans cette composition sont continues : conjugaison, produit matriciel, applications coor-
données, dérivation (linéaire en dimension finie), déterminants en les entrées d’une matrice.
Ainsi,
Q=A"CY)
est un ouvert dense comme image réciproque d’un ouvert dense par une application continue. O

19. Démontrer ’assertion (2). B
Soit C € M,(C). Si C € Q, il suit de la question 9 que det(I, + CC) € R. Sinon, il existe une suite (Cy)ren € QN
telle que Cj —> C' et donc, par continuité, det (I, + CxCy) ﬁ det(I,, + CC). Mais pour tout k € N, C € 2 donc
s — 1+ 00

k——+oo

det(I,, + CrCk) € Ry et Ry est fermé donc det(I,, + CC) € R O

20.a. Montrer plus généralement que, pour tout C € M,,(C), on a :
YA€R,, det(\,+CC)>0.

Soit C' € M,,(C).
Si A = 0, on choisit une suite (Cx)ren € QN telle que Oy ﬁ C. Alors
—+oo

det(CC’) = kh—',I-n det(C’kC’k) ceR,

cc)
a1+ () ()

1
d’apres 19 appliqué a —C. O

va)

d’apres la question 8.
SiA>0,ona

>/\>—‘

det(M, + CC) = A" det (

20.b. En déduire que si M est une matrice telle qu’il existe 4 € M, (R) vérifiant M = A2, alors les valeurs propres
réelles strictement négatives de M sont de multiplicité paire.

Ona M = A%? = AA car Ac M,(R).

Ainsi, pour tout A € R, on a

X (=A) = (=1)"det(A,, + M) = (=1)" det(\I,, + AA)

qui est donc de signe constant d’apres 20.a. Ainsi, xjs ne change pas de signe sur R_.

Orsi A € Sp(M)NR*, on écrit

ar(X) = (X = \)™ P(X)

avec P(A) # 0. Ainsi P est de signe constant au voisinage de A (d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires car P est continu)
et donc, puisque x s est de signe constant au voisinage de A, a) est nécessairement pair. O
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20.c. En déduire que si M € M, (R) est I’image d’une matrice réelle par ’application exponentielle alors les
valeurs propres réelles négatives de M sont de multiplicité paire.

Soit N € M,,(R) telle que M = exp(N). Alors M € GL,(R) de sorte que 0 n’est pas valeur propre de M, ainsi toute valeur
propre négative de M est strictement négative. En outre,

1 1.\°
M = exp 2><§N = exp 5]\7

1 1
et exp (2N> € M, (R). Le résultat suit alors de 20.b avec A = exp (2]\7). O

PARTIE V : AUTRE MANIERE D’INTRODUIRE LE RESULTANT

Soit D € K[X] tel que D # 0.

Pour tout polynéme U, on note quop(U) (resp. remp(U)) le quotient (resp. le reste) de la division euclidienne de
U par D.

21. Montrer que quop, et remp sont des endomorphismes de K[X] et que remp est un projecteur dont on donnera
les éléments caractéristiques.

Pour tout U € K[X], on a

U = Dquop(U) 4+ remp(U)

et (quop(U),remp(U)) est caractérisé par cette égalité si remp est nul ou degremp(U) < deg(D) — 1.

Soient U,V € K[X], on a

U = Dquop(U) 4+ remp(U) et V = Dquop (V) +remp(V)

avec deg(remp(U)) < deg(D) — 1 et deg(remp(V)) < deg(D) — 1. Ainsi,

AU +V = D(Aquop(U) + quop (V) + (Aremp (U) 4+ remp (V)

et
deg(Aquop (U) + quop (V) < max(deg(U),deg(V)) < deg(D) — 1
donc
quop (AU + V) = Aquop (U) + quop (V)
et
remp(AU + V) = Aremp(U) + remp (V).
En outre,

remp(U) =0x D +remp(U)

donc remp (remp(U)) = remp(U) et donc remp est un projecteur.

On a

U € ker(remp) < U=DquopU)+0 < DU
donc
ker(remp) = (D),

ou (D) est Iidéal de K[X] engendré par D.

Enfin, im(remp) C K4-1[X], avec d = deg(D), et pour tout P € K4_1[X], on a remp(P) = P donc

im(remp) = Kgq_1[X].

En conclusion, remp est la projection sur K, 1[X] parallelement & (D). O

On reprend les notations de la partie III. On note (@) I'idéal de K[X] engendré par ) et on pose F = K[X]/(Q).
Pour tout U € K[X], on note U la classe de U modulo Q.

22. Montrer que E est un K-espace vectoriel de dimension r et que By = (1, X,..., X"7!) en est une base.
D’apres le premier théoreme d’isomorphisme appliqué a remg, remg induit un isomorphisme de K-espaces vectoriels
mg : K[X]/ker(remg) = im(remg),
c’est-a-dire un isomorphisme 7g : E — K, _1[X]. Ainsi, E est de dimension 7.
En outre, pour tout i € [0,7 — 1], on a 7o(X?) = X¢ = X' donc By est 'image par wél de la base canonique de K,_;[X]. Il
s’ensuit que By est une base de E. O

&

23. On consideére ’endomorphisme : f: { g : U
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D’aprés le théoréme de division euclidienne, pour tout j € [0, —1], il existe un unique couple (U;, R;) appartenant
a K[X]? tel que X7P = QU; + R; et deg(R;) <7 — 1.

On note R la matrice de la famille (Ro, R1,...,R._1) relativement a la base canonique de K, _;[X].

23.a. Montrer que f est un automorphisme de ’espace vectoriel F si et seulement si PAQ = 1.

Soit U € K[X]. Alors

Uecker(f) & [f(PU)=0 < PU=0 < Q|PU.

Supposons P A Q = 1 et soit U € K[X] tel que U € ker(f). Alors Q divise PU et donc, d’apres le lemme de Gauss, @ divise
U, c’est-a-dire que U = 0. Ainsi, ker(f) = {6} et donc f est injective, et donc bijective.

Supposons maintenant que PAQ = D # 1 et posons P = DP; et Q = DQ; et deg(Q1) < deg(Q) et donc Q; # 0. On a alors

f(@Q1) =PQ1 =P DQ; =QP, =0.

Ainsi, Q1 € ker(f) \ {6} et f n’est pas injective, ni bijective. a

23.b. Exprimer la matrice Matg,(f) de f relativement a la base By 4 ’aide de la matrice R.
On a By = (Yk)ogkgT_1 et, pour tout i € [0, — 1], on a
f(X7) = PX'
=QUi + R;
- R

— X N R — X
= g r;: X7 ou R; = E ;X7
J J

Ainsi, -
Matg, (f) = R.
]
L 1s . : Kitr-1[X] — Kgrro1[X]
’ . qtr—1 qt+r—1
24. On considére ’endomorphisme [ : { S = Pxremo(S)+Q x quog, ()
24.a. Montrer que ’endomorphisme [ est bien défini.
Soit S € Kq+T_1[X].
On a deg(Q) = r donc deg(remg(S)) < deg(Q) —1=r —1 et donc
deg(P x remg(S)) <g+r—1L
En outre,
S = Qquog(S) + remg(S)
donc quog (S) = 0 ou deg quog (S) = deg S — deg Q. Dans les deux cas,
deg(Q x quog(9)) < g+7r—1.
K, r_1 6tant stable par somme, f(S) € K, ,_1[X] et donc f est bien défini. O

24.b. Pour tout (U,V) € K,_1[X] x K,_1[X], expliciter f(U + QV).
Pour tout (U, V) € K,_1[X] x K,_1[X], on a par linéarité

f(U+QV) = Premq(U + QV) + Qquog (U + QV)
= Premq(U) + Premg(QV) + Qquog (U) + Qquog (QV)

mais deg(U) <7 —1 = deg(Q) — 1 donc U = remg(U) et quog(U) = 0. Par ailleurs, QV = QV + 0 donc quogy (QV) =V et
remg(QV) = 0. Ainsi,

FU+QV)=PU+QV.

24.c. A laide de la famille B, = (1, X, X2,..., X"1,Q, XQ,..., X% 'Q) est une base de K,, 1[X].
deg(Q) = r donc By est une famille de polynémes non-nuls de degrés deux & deux distincts, c’est donc une famille libre.
Puisqu’elle est de cardinal g + r dans Kg4,_1[X] qui est de dimension g + r, c’est une base. O

24.d. A P’aide de la matrice Matp, (f), montrer que det(f) = det(f).



12

Pour tout i € [0,7 — 1], on a f(X?) = PX" d’aprés 24.b.
Pour tout j € [0,q — 1], on a f(QXj) = QX7, toujours d’apres 24.b.
Mais pour tout i € [0,r — 1], on a
PX'= QU; + R;
de sorte que 'on peut écrire
TR E TN |
' (%) | I

On a donc

det(f) = det(Matpg, (f)) = det(R) x det(I,;) = det(R) = det(f),

la derniere égalité provenant de 23.b.

25. On considére les endomorphismes :
¢ Kogtr—1[X] — Kgpro1[X]
‘ S = P xremxr(S) 4+ Qquoy-(S)

et
0 { Kqurfl[X] — Kq+r—1[X]
‘ S =  remxr(5) + Qquoy(S5)

On note B.., la base canonique de K, ,_1[X].
25.a. Pour tout (U,V) € K,_1[X] x K,_1[X], expliciter £(U + X"V) et (U + X"V).
Comme en 24.b, on obtient pour tout (U, V) € K,_1[X] x K,_1[X],
EU+XV)=PU+QV et ¢(U+X"V)=U+QV.

25.b. Déterminer Matg_ (£) et Matg,, (¥).
Pour tout i € [0,q 4 r — 1], on a les divisions euclidiennes
X' =0xX"+X;sii<r—1
et
X' =X"X"+0sii>r
Ainsi,

et quoy(X') =

) i i i<r—
reer(X’):{X si 1<r—1

0 si i<r-—1
1 sinon

X" sinon.
Il s’ensuit que

o PX' si i<r-—1 N Xt st i<r—1
f(X)—{ QX" sinon et 1Z)(X)_{ QX" sinon.

Matsg,,, (£) = Syl(P, Q)

On en déduit que

et ) }

bo (0)

I, s
b
Matg,,, (¢) = .
by
Og,r

L (0) by |

25.c. Montrer que 1 est un automorphisme.
On a
det(¢)) = det(Matg,,, (¢)) = det(l) x b =L #0

donc v est un automorphisme.

25.d. Exprimer f en fonction de £ et 1.



Pour tout ¢ € [0, 7], on a

(fou)(X') = f(X') = PX" = ¢(X7),
et, pour tout ¢ € [r+1,¢q+r — 1], on a
(fo)(X) = F(QX'™T) = QX7 = ¢(X).

Ainsi,

et donc

26. Montrer que Resk (P, Q) = b2 det(f).
On a

Resk (P, Q) = det Syl(P, Q) (par définition)
=det(¢) (d’apres 25.b.)
= det(f o ) (d’apres 25.d.)

(
— det(f) det(y)
= det(f)det(yp) (d’apres 24.d.)
=det(f)bl (d’apres 25.c.)

PARTIE VI : AUTRE PREUVE DE L’ASSERTION (1)
27. Soient A, B,C,D € M, (C).

. . D C A B
27.a. Démontrer que les matrices { B A ] et { C D } sont semblables.
On  In

Soit P = [ I 0,

} . Alors P~! = P et un produit par blocs donne

(3 514 8]

. . A -B A B
27.b. Démontrer que les matrices { —C D ] et { C D } sont semblables.
In On

Soit P = [ 0, —1I,

} . Alors P~! = P et un produit par blocs donne

St e

28. Soient A, B € M,,(C). Démontrer que le polynéme caractéristique de [ :% % } est dans R[X].
Posons
A B
RN

En appliquant successivement les résultats de la question 27, on a
_ A B A -B A B
M{—B A]N{B a }N[—B A]M'

XM = X7r = XM

Ainsi,

et donc
xm € R[X].

13
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O

=

29. On considére le C-espace vectoriel C" x C" dont on écrira les éléments sous la forme : [ ] avec (X,Y) €
C" x C".

Ch"x(C* — C'x(C"

o [3] - [

Y
29.a. Démontrer que 0 est une application R-linéaire et que § commute avec tous les endomorphismes de C” x C"

. A B .
de matrice B A dans la base canonique de C" x C".
C’est un calcul direct que nous laissons au lecteur. O

29.b. Que vaut 6o00?
Un calcul direct montre que 6 o § = —id. |

29.c. Soit v € C"xC" non nul. Démontrer que v et §(v) sont linéairement indépendants (sur C) et que Vectc (v, §(v))
est stable par 6 (ou1 Vectc(v,0(v)) désigne le sous-espace vectoriel de C" x C" engendré par v et 0(v)).
Supposons (v, 8(v)) liée. Puisque v est non-nul, cela signifie qu’il existe un A € C tel que 8(v) = \v, autrement dit, v est un

vecteur propre de @ associé a la valeur propre A. Mais puisque 62 = —id (29.b), X2 + 1 est un polynéme annulateur de 6 et donc
Sp(6) C {£i}. Supposons que §(v) = iv, en écrivant v = [ ;( ], on a
-Y iX
Ov) =iv <& [ < :|_|:iY:|
o -Y =iX
X =iy
o Y =-iX
X =-iy
o Y =-iX
Y =iX
- X =0
Y =0
& v=0,
une contradiction. Il en est de méme si § = —i. Ainsi (v, 6(v)) est libre.

Soient A\, u € C. On a

0\ + pf(v)) = 0 q i;(;/g D

-]
w7

M(v) — v € Vecte(v, 0(v)).

29.d. Soit E un sous-espace vectoriel de C" x C™ stable par 0 et soit v ¢ E.
Démontrer que : E N Vecte(v, 0(v)) = {0}.

Soit € E N Vectc(v,0(v)), et soient A, u € C tels que x = M + pf(v). Il suit de la question 29.c que 6(x) = M (v) — fiv. En
outre, f(z) € E car E est f-stable. Ainsi, Az — pf(z) € E mais alors

Az — pf(x) = A0 + |ul*v = (A + [u*)v € E.

Puisque v ¢ E | il vient A = u = 0 et donc z = 0. |
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30. Soit A, B € M,,(C).

. A B
Soit A\ € C une valeur propre de B Al
On désigne par FE) le sous-espace propre associé et par E) le sous-espace caractéristique associé.

30.a. Démontrer que ) est aussi valeur propre de { B § } et que : 0(E}) = E/X
A B
-B A
seulement si A € Sp(M), ce qui prouve la premiere assertion. En outre, les multiplicités algébriques respectives a et ax de ces
valeurs propres sont égales.

D’aprés 29.a, on sait que § commute & I'endomorphisme g associé a4 M. En outre, pour tout v, on a #(\v) = M(v). Soit alors
v € C™ x C". Puisque # est un automorphisme, on a

Soit M = [ ] On sait que xps € R[X] d’apres 28 donc les racines de x s sont conjuguées et donc A € Sp(M) si et

vEFE, & wveker(g— \id)*™
& (g—Ad)**(v)=0
< 0((g—Ad)*(v))=0
& (g—Ad)™(f(v)) =0
& (- Ny (0(v) =0
& 0(v) € ker((g — id)™)
& 0(v) € Ex.

Ainsi,
0(EY) = Fx.

30.b. Démontrer que si A € R, alors dim¢ ) est paire.
Si A € R, il suit de la question 30.a que E} est f-stable.
Soit v1 € E4 non nul. Alors il suit de 29.c que (v1,60(v1)) est libre, c’est donc une base d’un sous-espace vectoriel Vi de EY.
Si Vi = Ej, on a terminé. Sinon, on choisit vy € E} \ Vi et on pose Vo = Vectc(v2, 8(v2)). Alors dimVy = 2 et Vi NV, = {0}
d’apres 29.d. Ainsi, V3 @ Va2 est un sous-espace vectoriel de dimension 4 de Ej. E} étant de dimension finie, on construit ainsi
par récurrence Vi,...,V, des sous-espaces vectoriels de dimension 2 tels que
Ei=VieVhe --aV,

et alors
dim B = 2p.

[)er.

det(M) = J[ ™.
AESP(M)
Soit A € Sp(M). Si A € R, on a ay € 2N d’apres 30.b, on pose ay = 2p,. Sinon, A € Sp(M) et ay = a) d’apres 30.a. Ainsi, si
on pose H' I'ensemble des nombres complexes dont la partie imaginaire est strictement positive, on a

det(M)= [ »»x J[ r3"= JI o»y2x ] W™ eRy

AESp(M)NR AESp(M)NH 4 AESp(M)NR XeSp(M)NH 4

31. Démontrer que : V(A, B) € M,,(C)?, det

ENflev

A
-B

Soit M = { _AE ﬁ}ona

Fin du probleme
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