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AVANT-PROPOS DES CORRECTEURS

Présentation du sujet. Le theme général de ce sujet est I’étude de la distance d’'un point & un sous-ensemble d’un espace
métrique. Les techniques utilisées au fil de I’épreuve relevent essentiellement de la topologie métrique ou des espaces vectoriels
normés, de I'analyse réelle, de la géométrie affine et de I'algebre linéaire. Le niveau de difficulté est tres hétérogene. Les deux
premieres parties, classiques et abordables, peuvent étre traitées indépendamment les unes des autres. Les deux derniéres parties
sont nettement plus originales et certaines questions présentent des difficultés réelles; il nous semble bien difficile d’en venir a
bout dans le temps imparti.

Partie I : Topologie métrique et matricielle. La premiere partie se divise en deux sous-parties. La premiere établit des résultats
généraux concernant la distance d’un point a une partie dans un espace métrique a ’aide de techniques relevant de la topologie
métrique. Ces résultats sont surtout utiles a partir de la partie III du probleme.

La seconde sous-partie de la partie I établit, indépendamment de ce qui suivra dans le probleme, des résultats relatifs a la
distance dans M,,(R). On y établit notamment la décomposition polaire d’une matrice inversible en vue d’étudier la distance
d’une matrice au groupe spécial linéaire ou a I’ensemble des matrices singulieres. Les techniques utilisées dans cette partie relevent
de lalgebre linéaire et des espaces vectoriels normés.

Partie II : Analyse réelle. Cette deuxieme partie vise a évaluer les compétences des candidats sur des sujets tres classiques
d’analyse réelle : étude de fonctions, théoréeme de convergence dominée, calcul de séries, etc. L’objectif est d’y étudier ’ensemble
des points sur une courbe représentative de fonction d’une variable réelle situés a égale distance d’une droite donnée. Elle est
indépendante de la suite du probleme et les techniques sont ici purement analytiques.

Partie III : Ligne médiatrice de deux fermés séparés par une droite. Nous entrons ici dans le coeur du probléme. Dans cette
partie, pour A, B deux fermés non vides du plan euclidien inclus respectivement dans le demi-espace supérieur et le demi-espace
inférieur, nous montrons que I'ensemble I'4 p des points équidistants de A et de B est le graphe d’une fonction p4 g : R — R.
Nous établissons ensuite des propriétés de 'y p et de ¢4 p dans différents cas. Les techniques utilisées dans cette partie sont
mixtes : analyse réelle, géométrie affine, topologie. Le niveau général de cette partie est plus élevé que le niveau des parties
précédentes.

Partie IV : Asymptote de la ligne médiatrice. Cette derniere partie vise & montrer que I'y p admet une asymptote et a la
déterminer précisément. On commence par I’étude d’un cas particulier relativement élémentaire mais reposant sur les résultats
précédemment établis, puis on passe au cas général, plus ardu. Les techniques utilisées dans cette partie relevent la aussi de
I’analyse réelle, de la géométrie affine et de la topologie. La difficulté de cette partie est nettement supérieure & celle du reste du
probléme.

Commentaires sur la correction. Cette correction n’a aucun caractere officiel et a été rédigée par deux enseignants n’ayant
aucun lien avec le jury du concours. Elle est le seul fruit de la réflexion de deux collegues travaillant bénévolement sur un sujet
qu’ils ont jugé intéressant.

Mise en garde : 11 est possible qu’elle contienne des erreurs ou des imprécisions ; il est probable qu’elle contienne des maladresses
ou des détours. Les commentaires sont bienvenus sur la page dédiée a cette correction sur maths-concours.fr.


http://www.maths-concours.fr

Notations spécifiques a la correction. En sus des notations rappelées dans le sujet, nous utiliserons les notations suivantes :
— Si (E,d) est un espace métrique, z € E et ¢ € R4, on note
B(x,e)={y € E | d(x,y) <e} et B(zx,e)={ye€FE|d(z,y)<e}
les boules respectivement ouvertes et fermées de centre x et de rayon e.

— Si un espace vectoriel E est muni d’une structure euclidienne et z,y € E, on note (z,y) leur produit scalaire et ||z| la
norme euclidienne de z.

— Si E est un espace affine euclidien et F' un sous-espace affine de E, on note pg la projection orthogonale sur F'.
— Sidy,ds,...,d, sont des réels, on note
dy (0)
do
diag(dl,dg,...,dn) = . S Mn(R)
(0) dy,
— On note Sp(u) le spectre d’un endomorphisme u et Sp(A) le spectre d’une matrice A.

— On note C°(R,R) I'ensemble des fonctions continues sur R & valeurs dans R et C*°(R,R), ou simplemenent C* les
fonctions indéfiniment dérivables sur R.

— Si une fonction f est dérivable a gauche en un point x, on note f;(r) sa dérivée a gauche en z. Si elle est dérivable &
droite en z, on note f}(x) sa dérivée & droite.
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SUJET

Dans ce probleme, on s’intéresse a des propriétés illustrant la notion de distance d’un point a une partie d’un ensemble.
Dans la partie I-A, on étudie les généralités sur cette notion dans le cas d’un espace métrique et d’un espace affine euclidien.
Dans la partie I-B, on donne des exemples de calcul de distance dans M, (R).

Dans la partie IT, on étudie les points d’une courbe situés a égale distance d’une droite.
Cette partie IT est indépendante de la partie I.

Dans la partie I11, on étudie la notion de ligne médiatrice de deux fermés non vides séparés par une droite. Cette partie ITI est
indépendante des parties I-B et II.

Dans la partie IV, on s’intéresse a 'asymptote de la ligne médiatrice de deux compacts non vides séparés par une droite.

PREAMBULE : NOTATIONS ET RAPPELS

— NN désigne I'ensemble des entiers naturels et R le corps des nombres réels.

— M, (R) désigne I'ensemble des matrices carrées de taille n > 1 & coefficients dans R. On note I,, son élément unité et
0,, la matrice nulle.

— GL,(R) désigne I'ensemble des matrices inversibles de M,,(R). Si A € GL,(R), on note A~! son inverse.
— O,(R) désigne 'ensemble des matrices orthogonales de M,,(R).
— Pour A € M,,(R), det(A) et *A désignent respectivement le déterminant et la transposée de A.
— Une matrice A € M,,(R) est dite symétrique si elle est égale & sa transposée.
On rappelle les définitions et propriétés suivantes :

— Soit F un espace métrique muni d’une distance d.
Pour x € E et A une partie non vide de E, on appelle distance de x a A, le réel défini par :

d(z, A) = ;Ielgd(l‘,a).

Pour une partie non vide de E, on définit 'application d4 :  — d(x, A) de E dans R.

— On se donne, dans R? muni de sa structure affine euclidienne usuelle, un point F et une droite A ne contenant pas F.
La parabole de fover F et de directrice A est 'ensemble des points m de R? tels que : d(m, F) = da(m) (o1 d désigne
la distance euclidienne de R?).

— Soit F un espace métrique muni d’une distance d. Soit f : E — R une application et k un réel strictement positif.
On dit que f est k-lipschitzienne si : V(z,y) € E?, |f(z) — f(y)| < kd(z,y).
On dit que f est lipschitzienne s’il existe k > 0 tel que f est k-lipschitzienne.

PARTIE I : QUELQUES PROPRIETES DE LA DISTANCE A UN FERME

I-A : GENERALITES

Soit F un espace métrique muni d’une distance d.

1. Soient A et B des parties non vides de E avec A C B.
Démontrer que : Vx € E, dp(z) < da(z).
Soit « € E. Pour tout y € A, puisque A C B, on a y € B et donc

> = .
d(:ay)_zlg]fgd(%Z) dp()

Ceci étant vrai pour tout y € A, on a

da(a) = inf d(,y) > dnlo).

Ainsi,

Ve e E, dp(z) <da(z).




2. On considére A une partie non vide de E et on note A son adhérence.
Démontrer que : Vx € E, da(z)=0<z € A.
Soit « € E. Alors

da(x) :0@;22d(x,y) =0
SVe>0,Jye A dx,y) <e
&Ve>0, Blr,e) NA# O
srcA

Ainsi,

[VxEE, da(z) =0 & JL‘EA.]

3. On considére A une partie non vide de E.
3.a. Démontrer que, pour tout (z,y) € E?, on a : da(z) < d(z,y) + da(y).
V(z,y) € E?,Vz € A, on a

d(z,z) <d(z,y) + d(y, 2).
Ceci étant vrai pour tout z € A, on a

da(z) < d(z,y) +d(y, 2)
et donc

da(z) <d(z,y) +da(y).
Ainsi,

Y(z,y) € E?, da(z) <d(z,y) +da(y).

3.b. En déduire que d4 est une application lipschitzienne de E dans R.
D’apres la question 3.a, on a, pour tous z,y € E,

da(z) — da(y) < d(z,y)
et par symétrie, on
da(y) — da(z) < d(y, =) = d(z,y).
Ainsi,

[ V(.T,y) € E27 |dA('r) - dA(?J)' < d('r7y) ]

Autrement dit,

[ da est 1-lipschitzienne. ]

4. On considére A une partie non vide de F et on note A son adhérence.
Démontrer que d4 = d.

On a A C A donc dy < ds d’apres 1.

Soit € E et y € A. Alors d’apres 3.a et 2, on a

da(z) < d(z,y)+daly) = d(z,y).
(3.a) (2)



Ainsi,
da(z) < inf d(z,y) = dz().
yeA

Il vient

5.a. Soient A et B deux parties fermées non vides de E. Démontrer que : d4 =dp < A= B.

Si A= B, on a évidemment d4 = dp.

Réciproquement, supposons d4 = dg. Soit € B. Alors 0 = dg(x) = da(x) et donc z € A d’aprés 2. Mais A est fermé par
hypothese, donc x € A et donc B C A. Par symétrie, on obtient de méme A C B et donc A = B.

Ainsi,

[ Pour A, B C E fermés non vides, on a ds = dg < A = B. ]

O

5.b. En déduire alors une condition nécessaire et suffisante trés simple sur des parties non vides A et B de FE
pour avoir la relation dy = dp.
On a

dy=dg & dv=d= < A=B.
ATIEETAT B 50

Ainsi,

Pour A, B C E non vides, on a dy = dg < A = B.

6. On suppose que A est un compact non vide de E.
Montrer que, pour tout élément x de E, il existe a € A tel que : d4(x) = d(x,a).

Soit & € E. L’application dy,} : y + d(x,y) C R est continue d’apres 3 donc dy,}(A) est un compact non vide de R, ainsi il
est minoré et

inf dg,y(A) = mindy, (A).
Il existe donc a € A tel que inf dy,1(A) = d,y(a), c’est-a-dire

d(z,a) = it d(a,y) = da(o).

7. On suppose que E est un espace affine euclidien et que d est la distance euclidienne associée.
On considére A une partie fermée non vide de E.
Montrer que, pour tout point m de FE, il existe a € A tel que : d4(m) = d(a,m).

Si A est compact, cela suit de la question 6. Dans le cas général, on fixe € > 0 et on pose

A. = ANB(m,da(m) + <)

qui est compact car fermé (comme intersection de fermés) et borné (puisque B(m,d4(m) + ¢) I'est) d'un espace vectoriel normé
de dimension finie. Alors d’apres la question 6, il existe a € A, tel que

da_ (m) =d(a,m).



A\ A, Ae
Il ne reste plus qu’a observer que d4(m) = da_(m) puisque, pour tout z € A\ A, on a d(z,m) > da(m)+e > d(a,m), et que

a € A puisque a € A, C A.
Ainsi,

[ Si A est fermé et non vide, alors : Vm € E, Ja € A, da(m) = d(a,m). ]

8.a. On se place dans F = R muni de sa distance usuelle et on considére une partie non vide A de R.
On suppose que, pour tout réel z, il existe un unique élément a € A tel que : da(z) = d(z,a) = |z — al.

8.a. Démontrer que A est un fermé. Soit x € A. Alors d(z) = 0 d’apres la question 2. Par hypothese, il existe donc z € A
tel que 0 = da(z) = d(z,a), et donc z = a. Ainsi,

A=A

8.b. Démontrer que A est un intervalle.
Supposons que A ne soit pas intervalle. Alors il existe g € R\ A tel que
A-={zcAlz<z}#2 et AT ={zcA|z>2}+#02.
Posons alors :
a” =sup(A”) et at =inf(AT)

qui sont bien définis car A~ et A™ sont non vides et respectivement majorés et minorés par xg. Puisque A~ =] — 0o, 9] N 4 et
AT = [z9, +00[NA sont fermés comme intersections de fermés, on a a™ € A~ et a™ € A*. Enfin, puisque A est une partie fermée

(question 8.a), R\ A est un ouvert et il existe un voisinage ouvert de xo ne contenant pas d’éléments de A : cela implique que
a~ < a*. Posons alors :

A ——— At

A

On a alors :
da(m) =da-(m) = da+(m)
et
d(a™,m) = da-(m) = da+(m) = d(a*, m),

ce qui contredit I'unicité d’un élément a € A tel que da(m) = d(a, m) donnée en hypothese. Ainsi, sous 'hypothese de la question
8, on a



[ A est un intervalle. ]

O

9. On se place dans £ = R, avec n > 1, muni de sa structure affine euclidienne usuelle. On note d la distance
euclidienne associée.
On considére H un hyperplan de R"™ dont une équation cartésienne est : a1z1 + -+ + apz, + b =0, o (ay,...,a,)
est un élément non nul de R” et b € R.
ey 4+ anw, + 0
a% +-ta2

Soit x € R™ et o’ = (a},...,2),) = pu(x) le projeté orthogonal de x sur H. Soit @ = (aq,...,a,). Puisque H admet pour
équation a1z1 + - + antn, +b=0,0onaac H'.

Puisque z — 2’ € H* et que H* est de dimension 1, a et 2 — 2’ sont colinéaires et donc

Etablir pour tout z = (z1,...,z,) € R", la relation : dy(x)

(a,x —a') = la| x [lo = 2|

mais

n
!/ /
(a,z — ') = E a;(z; — x;)
i=1
n n
= E a;r; — E aix;
i=1 i=1
n
= E a;z; + b,
i=1

la derniere égalité provenant du fait que =’ € H. Ainsi,
dy(z) =d(z,z")

= ||z — |

On a donc bien

dp(z) =
(@) ad+---+a2
(|
I-B : QUELQUES EXEMPLES DANS M, (R)
Soit un entier n > 2. Soit £ = R™ muni de sa structure euclidienne usuelle dont la norme est notée || - ||.
Pour une matrice M € M,,(R) dont u est ’endomorphisme de R" canoniquement associé, on pose :
[ull = sup [lu(z)]| et [[MI = [ull
rckl
lzl=1
On rappelle que ’on définit ainsi une norme d’algébre sur M,,(R) (notée également | -||), c’est-a-dire une norme
vérifiant :
(1) [[Inll=1;

(2) Y(4,B) € Mn(R)?, |AB|| < || A]l[|B]-
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En particulier, on a : Yk € N, VA € M, (R), ||A*|| < | All*.

Sur M, (R), on considére la distance d associée & la norme d’algébre || - ||.
(i.e. V(M,N) € M,(R)?, d(M,N)=|M —N|.)

10.a. Soit v un endomorphisme symétrique de R" a valeurs propres positives ou nulles.
Démontrer & ’aide d’une réduction dans une base orthonormale que ||u|| est le maximum de ses valeurs propres.
Puisque u est symétrique, il existe une base B = (ey, ..

Soit ig € [1,n] tel que

Alors e;, € By, et donc

Matg(u) =

,€n) telle que

A1 (0)
A2

(0) Y

Aj,o = max{)\l, AQ, ey An} .

| = )‘iDHeio” = )‘io'

Jull = A

,Zn) € R™ tels que

n
xr = E €T;€;.
i=1

[[u(eso)]
Ainsi,
Soit maintenant x € E tel que ||z|| = 1. Soient (x1,...
Alors

11 s’ensuit que [Ju|| < A, .

Ainsi,

lu(2)* =

10.b. En déduire que si A € M, (R) est symétrique

maximum de ses valeurs propres.

O

avec des valeurs propres positives ou nulles, alors || A est le

Puisque A est symétrique, ’endomorphisme u de R™ canoniquement associé a A est symétrique. Le spectre de A est alors
celui de u et ||A|| = ||u||. Il suit alors de la question précédente que



[ [All = l|ull = sup Sp(u) = sup Sp(A). ]

11. On se donne M € GL(n,R).

11.a. Démontrer ’existence d’une matrice symétrique C € M, (R), & valeurs propres strictement positives telle
que C? = 'MM.
La matrice *MM est symétrique car *( *MM) = *MM. 1l existe donc P € O, (R) telle que

A1 (0)
‘MM =P pPL
(0) An
Montrons que Mg, ..., A, sont strictement positifs. Soit A € Sp( tM M) et X € Ex( M M) non nul. Alors
PIMMX =XMX = 'X'MMX =)'XX
o (MX)MX =\ 'XX
& [ MX|? = A|X|?

[ MX|?
S A= .
X2
Mais X # 0 et M inversible donc M X £ 0. Ainsi,
[ MX]|?
A= 0.
BIE
Ainsi, pour tout i € [1,n], on a A; > 0.
Posons
VA1 (0)
C=r Pt
(0) Van
On a alors
AL (0)
P =2 P l="MM
(0) An

10.b. En déduire l’existence de U € O, (R) telle que M = UC.
On admettra 'unicité de la matrice C' obtenue précédemment et donc du couple (U,C) dans la décomposition
M =UC, appelée décomposition polaire de M.

Ona ‘MM = C? et M est inversible donc

M= ('M)"'C*=('M~tC)C.

=

L0 = Y(Pdiag(v/ AL, VAP
= P~ diag(v/ A1, ...,/ An) PP

= Pdiag(\/A1,...,V/A)P~t (car P € O,(R))
=C.

Posons

Alors U = *CM~!'=CM~! car
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Alors
U'v="'MtcocM™!
— tyle2yt
— At M ML
=1I,.
Ainsi,

[ UecO,(R) e¢ M=UC. ]

12. On considére F = {M € M, (R) | det(M) =1}, le groupe spécial linéaire d’ordre n.

12.a. Démontrer que F est fermé.
On a F = det™*({1}) et det : M,,(R) — R est continue car

VA e M,(R), det(4)= Z (o) Hai’g(i),
i=1

ceS,

ou £(o) désigne la signature de la permutation o, est polynomiale en les entrées de A. Ainsi, F est continue comme image
réciproque du fermé {1} par une application continue. O

12.b. Cet ensemble est-il compact ?
Considérons, pour tout n > 2, la matrice

Alors det(M,,) = 1 donc M,, € F mais, d’aprés 10.b,

de sorte que
[ My|| ——— +oo.
n—-+oo

Ainsi, (M,),enN est une suite non bornée de F et donc F n’est pas compact.

13. En utilisant la notion de décomposition polaire vue précédemment, démontrer la relation d(0,,,F) = 1.

Soit M € F. On écrit sa décomposition polaire M = UC.

Puisque U € O,(R), c’est une matrice d’isométrie et donc [|[U|| = 1 et, pour tout C, on a ||[UC| = ||C||. En particulier,
| M| = ||C||. Par ailleurs, on sait que det M = 1, det U = %1 et det(C) > 0 donc det(C) = 1.

11 suit alors de 11 et de 10.b que

IC|l = supSp(C) > 1,
sans quoi le déterminant de C, qui est égal au produit des valeurs propres de C, serait strictement inférieur a 1. Ainsi,
1< [M|[ = [[M = 0, = d(M, 0p).

Ceci étant vrai pour toute matrice M € F, on a
L < d(F,0n).

[ d(F,0,) = 1. ]

Mais I,, € F et d(I,,0,) = 1 donc
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14. Déterminer avec précision ’ensemble des matrices de F pour lesquelles cette distance est atteinte.
Avec les notations utilisées a la question 13, on a, pour tout M € F,

dM,0,) =1 ||M| =1
& |C=1
< supSp(C) =1
Sp(C) clo, 1],
< { 1€ Sp(C)

Mais on a vu que si M € F, alors det(C) = 1 et donc nécessairement, Sp(C) = {1}. Puisque C est symétrique, elle est
diagonalisable et donc C = I,, et M =U € O,(R).

Réciproquement, si M € O, (R), c’est une matrice d’isométrie et donc || M| = 1.

Ainsi,

VM e F, d(M,0,)=1s M€ O,(R).

O

15.a. On se donne A € M,(R) telle que |[A[| < 1. Démontrer que la série > \ A” converge absolument et que
’on a la relation :
+oo

D AP = (1, - A7

p=0

Pour tout N € N, on a:

N N “+o0 1
SIS S 1A £ 3 1A = T
p=0 p=0 p=0

puisque [|A[| < 1. Ainsi, la série a termes positifs } [ 4P| est majorée, donc elle converge.
En outre, pour tout N € N, on a

N
(In - A) Z AP = In - AN+1~
p=0
Mais
AN < [JAINH ——— 0
N—+oo
et donc
“+o0
(In—A)> AP =1,
p=0
Ainsi,

+oo
I, —AcGL(n,R) et (I,—A)*'= ZAP'
p=0

15.b. Soit T € GL(n,R). A P’aide de la question précédente, montrer que :

1
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| — T~ M|| = | T7X(T = M)|
< |T7HIIT - M|
<1.
Il suit alors de la question 15.a que
S (L =T '"MP = (I, — (I, - T'M)) ™ = (T~ M)~".
peN

En particulier, 7'M € GL(n,R) et donc

[ M € GL,(R). ]

O

16. On pose § = {M € M,(R) | det(M) = 0}, ’ensemble des matrices singuliéres de M, (R) et on considére T €
GL,(R). Etablir la relation :

1
a(T,S) = 7HT_1H.

Indication : On pourra utiliser la décomposition polaire.

1
Soit M € M, (R). Si d(T,M) < T il suit de la question 16.b que M € GL,,(R). Ainsi,
1
MeS=dT,M)> —
[
et donc
d(T,S) > 1
)2 e

1

Montrons qu'il existe M € S telle que d(T,S) = ||T7—1H Considérons la décomposition polaire T'= UC de T avec U € O, (R)

et C? = 'TT. On a ainsi T~! = C71U ! et donc [T~ = ||C~!||. Par ailleurs
1T — M| =UC - M| =|C-U"M|=[C-N|

avec N=U"1M.
Soient 0 < A\; < Ay < -+ < A, les valeurs propres de ‘T'T. Il existe ainsi P € O,(R) telle que

C = Pdiag(\/A1, VA2, .o,V An) P71

donc
1 1 1
C~! = Pdia ( , >P1
& V A1 V A2 V )\n

et ainsi ) )

— = ———— = /1.

[IC=1]| (10.b) sup Sp(C—1) !
Posons

N = Pdiag(0,v/Xa,..., VA )Pt €S.

On a donc

C — N = Pdiag(y/)1,0,...,0)P~!
et P € O,(R) donc

1
C—N|=vVM=——.
I€ =Nl = V& = 1=

Alors, avec M =UN € S, on a
1 1

T - M| =||UC~UN|=|C~-N|= = :
I =1l =1l I=Te= = 7

Il s’ensuit que
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1

PARTIE II : POINTS D’UNE COURBE A EGALE DISTANCE D’UNE DROITE

On se place dans R? muni de sa structure euclidienne usuelle et on note d la distance euclidienne associée.
2x
e* 41

On considére la fonction f définie sur R par : f(z) =

17.a. Etudier avec soin les variations de f sur R et montrer que f admet un maximum atteint en un point
a €]1,2].
f est de classe C*° sur R comme quotient de fonctions C*°, le dénominateur ne s’annulant pas.

_ 1+ e —xe®

VaER, [0 =2

Ainsi, f/(z) est du signe du numérateur. Etudions ainsi le signe de la fonction g définie sur R par g(z) = 1+ ¢* — ze®. C'est une
fonction C* sur R et
Ve eR, ¢'(x)=—xe".

Ainsi, g est strictement croissante sur R* et strictement décroissante sur R’ . En outre
lim g(z) =1, ¢(0)=2 et lim g(z)=—o0
xTi—0o0 x:+oo

donc g est strictement positive sur R_ et donc f’ aussi. Ainsi, f est strictement croissante sur R—.

Sur R,, ¢’ est strictement négative donc g est strictement décroissante. On a g(1) =1 > 0 et g(2) = 1 — e? < 0 donc il
existe un unique « €]1,2[ tel que g(a) = 0. Alors g est strictement positive sur | — oo, of et strictement négative sur ]a, +oo[. 11
s’ensuit que f est strictement croissante sur | — oo, af et strictement décroissante sur Ja, +o00[. Elle atteint donc son maximum
en a €]1,2].

On remarque aussi que

Ihn;o f@)=—0c0 et lim f(x)=0.

x:+oo

x —00 0 o “+00
f'(x) + + 0 -
I fle)
e —00 /O \ 0

17.b. Représenter graphiquement, sur la copie, la fonction f (allure de la courbe demandée).
On notera I' le graphe de f dans le repére affine usuel de R2.

A
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18. On suppose disposer d’un programme expo tel que si z est un nombre réel expo(x) calcule e*.
Ecrire une procédure en frangais alpha telle que si epsilon est un nombre réel de |0, 1], ’instruction alpha(epsilon)
donne une valeur approchée de « a epsilon pres.
Nous proposons un simple programme de recherche dichotomique. Pour alléger, on définit en amont une fonction f a l'aide
de la fonction expo, la syntaxe serait
Fonction f(x)
r = 2*x/(expo(x)+1)
Retourner r
Fin Fonction

On propose ensuite ’algorithme suivant :

a=1
b=2
Tant que (b-a) > epsilon
m = (atb)/2
Si f(m) > 0
a=m
Sinon
b=m
Fin Si
Fin Tant que
Afficher a
O
19. Démontrer que f est intégrable sur [0, +oo].
f est continue sur [0, +oo[ et positive donc intégrable sur tout segment de R . Par ailleurs, 22 f(x) —+> 0 donc
Tr—r+00
1
SN (xz) ~
+oo
L’intégrale / — dx est une intégrale de Riemann convergente donc, d’apres le théoreme de comparaison,
1 x
+oo
/ f(x) dx converge.
1
Par suite,
+o00 1 +o0
/ f(z) de = / f(z) dz —l—/ f(x) dx converge.
0 0 1
|
20. On considére la suite de fonctions (f,)n,en définies sur [0, +oo] par : Vn € N, f, : 2 > (—1)"2ze” (T,
+o0o
Démontrer la relation : Z fn = f sur [0, +o0].
n=0
Soit t e Ry et N e N, on a
N N
3 fule) = 30(-1) 2w 4
n=0 n=0
N
= 2xe” " Z(—l)"eﬂ”
n=0
ol 1 1
—2re™® Y (—e )" —— 2xe? =2 = f(x).
e Z( ™) N—+oo e 1+e® meﬂ”—kl /(@)

n=0
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Ainsi,
+oo
Vz € Ry, an(x) = f(=).
n=0
O
= 2 +o0 2
21. On admet le résultat : Z — = —. Démontrer alors que l’on a : / f(t) dt = —.
n?2 6 0 6

n=1
On a, d’apres la question 20,

/+Oo F(t) dt = /+OO io Fult) dt
0 0 n=0

Montrons que I'on peut intervertir les signes Y et [ a I'aide du théoréme de convergence dominée. On a les propriétés suivantes :
(i) > ,en fn converge simplement vers f sur Ry ;
(i

) f est continue sur Ry ;
(iii) Pour tout n € N, £, est continue sur Ry et 22| f,(z)| = 22%e~ "+ — 0 donc f,, est intégrable sur Ry ;
)

x——+00

(iv) On a, pour tout N € N,

Z/mfn )| dt = Z/ 2te~ (T gy

B Z {_ e~ (D2 ((n + D + 1) Hoe
(IPP) = (n+1)? 0
—(n+1)?
N1 2

_22n2 N—+400 3

n=1

de sorte que la série

“+o0
Z / | fn(t)] dt converge.

neN

Le théoreme de convergence dominée pour les séries de fonctions permet alors d’affirmer que :

+o00 00 +oo +oo
[ Zroa=3 "5
0
On a ainsi, en reprenant le calcul ci-dessus :
400 +0o0 +oo +oo
[ X rwa=> [
0
2
= ).
nz::o( ) (n+1)2

Mais

+oo (_1)n _ +oo (_1)n,—1

n=0 (’ﬂ + 1)2 n=1 TL2
—+oo —+oo

-1 1
= + .

: : 2 2
= (2p) pZ:0 (2p+1)
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Or
*f 1L _ 1§31 _1 =
2 n 2 47 6
p_l(Zp) 4p ‘P 4 6
et
= 1 _+°ol =1 _772 1 772_3 72
Z(2p+1)2_Zﬁ_z(mz—?_lxﬁ_ixﬁ
p=0 n=0 p=1
+oo +oo 2 2 2
2 1 3 7 1 = s
S e =2 V=2 (517 F) =%
et donc

|
22. On note A D’axe des abscisses du repére affine usuel de R2.
22.a. On considére deux points M; et M, de I', d’abscisses réelles respectives z; et x».
Montrer que d(M;,A) = d(Ms, A) si et seulement si |f(z1)] = |f(x2)].
Pour tout m = (z,y) € R?, on a pa(m) = (x,0) donc d(m,A) = d(m,pa(m)) = /y2 = |y|.
Ainsi, pour my = (21, f(x1)) € T et ma = (22, f(22)) €T, on a
d(My,A) =d(Mz, A) & [f(z1)] = [f(22)]-
|

22.b. Soit M un point de I, d’abscisse z €]0,a]. Montrer que, sur T', il existe un unique point N d’abscisse
y € [a, +00[, tel que d(M,A) =d(N,A).

Soit M un point de T" d’abscisse « et N un point de I" d’abscisse y, il suit de la question précédente que d(M,A) = d(N, A)
si et seulement si | f(z)| = |f(y)|, ce qui équivaut & f(x) = f(y) car f est positive.

Supposons que = €]0,a]. f est strictement croissante et continue sur |0, ] et f(0) = 0 donc elle induit une bijection fi :
10,a] —10, f(a)]. De méme f est strictement décroissante et continue sur |a, +00[ et limy. 4o f(x) = 0 donc elle induit une
bijection fs ], +00[—]0, f()].

Soit z = f(x) de sorte que M = (z,z). On a alors z €]0, f(«)] et donc il existe un unique y € [, +00[ tel que fa(y) = z,
c’est-a-dire tel que f(y) = z = f(x). En d’autres termes, N = (y, ) est I'unique point de T tel que d(N,A) = d(M, A). O

A tout réel z €]0,a], on associe ainsi un réel y = p(z) € [a, +o0] de telle sorte que ¢ réalise une application de
10,a] dans [a, o0l
En particulier, pour tout z €]0,a], on a : ¢(x) > a et f(z) = f(p(z)).

23. On note f; et f5 les restrictions de f sur respectivement |0, o] et [a, +0oo].

23.a. Montrer que ces fonctions sont strictement monotones et donner une expression de ¢ en fonction de f; et

2

La monotonie de f; et fo a été établie dans la question 22, de méme pour leur caractére bijectif. Ainsi, pour tout z €]0, o],
on a ¢(x) € [a, +oo[ donc
fi(z) = f(z) = f(e(x) = falp(z)).
Il s’ensuit que
Vr €]0,a], ()= fy (fi(z))

[ ©=f3"ofi ]

et donc
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23.b. En déduire la continuité de ¢, son sens de variation et sa limite en 0.
f1 et fo sont des homéomorphismes donc ¢ est continue. Par ailleurs, f; est strictement croissante, fo est strictement
décroissante donc fy 1 aussi et donc ¢ = fa Lo f1 est strictement décroissante. Enfin,

fim (o) = i £ (A=)

mais fi(z) = f(z) —— 0T et fo(x) = f(z) —— 0% donc f; () —— +oo. Ainsi,
z—0t T—+00 z—0t

[ il(I)IJ} po(x) = +o0. ]

O
24. Déterminer un équivalent de ¢ a l’origine.
Pour tout x €]0,a], on a f(x) = f(p(x)) et donc
20 2p(x)
e?+1  er@ 417
On a montré a la question 23.b que lim,.g+ ¢(x) = 400 donc
e?@ L1~ eP®@)
z—0t
et, de plus,
e*+1 ~ 2.
r—0t
Ainsi,
2o(x)
e?(x) z—o+
ce qui équivaut a
1 1
ola) = zer (@) T AL,
En appliquant le logarithme a ces deux quantités, on obtient
1+ o0(1
() = (o) + (o) + 1 (L2
et donc
140(1
¢la) = (=) = = In(e(a)) + n (512,
. 1+o0(1) o
Mais comme ¢(x) — +00, In(p(x)) = o(¢(x)). De plus, In — )= o(1) = o(p(x)). Ainsi,
T—r
~ =1 .
[ pla) ~ ~In) ]
(Il

25. Démontrer que ¢ est de classe C*™ sur |0, «].

f est C*™ donc fi et fo aussi. Par ailleurs, fa est bijective sur U =|a, +00] et, pour tout = > 0, on a fi(x) = f'(z) < 0 donc f}
ne s’annule pas sur U. Alors il suit du théoréme d’inversion globale que fy est un C*°-difféomorphisme de U vers fo(U) =|0, «].
En particulier, fy L est € et donc, par composition,

[ p=fy'ofi €C(0,qa)). ]
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26. Démontrer que ¢ est dérivable & gauche au point .
f est de classe C* au voisinage de o donc on peut appliquer la formule de Taylor-Young a 'ordre 2 :

f@) = f(e) + f(e)(x —a) + %f"(a)(x —a)’ +o((z - a)?).

1
Puisque f'(a) =0, si on pose a = §f"(a), on a

(1) fz) = fla) +alz — @) +o((z — @)?).
Montrons que a # 0. Avec les notations de 17.a, on a
oy o 9(T)
f (Jf) - (ew 4 1)2a

donc

1y
Mais g(a) = 0 donc
neoy_od @+ 1) ge) ae®
[ a)=2 (ea 173 _2(60‘+1)2__2(e°‘+1)2<0'

En appliquant (1) & = et ¢(x), on obtient

En soustrayant ces deux équations, puisque f(z) = f(p(z)), on obtient

a(z —a)’(1+ o (1)) =alp(z) - )’ 1+ o (1))

T—x rT—o

et donc, pour tout x # «,

(go(m)—oz)z _ 1+mga(1)'

-« 1—}—%_0)&(1)
Ainsi,
‘w(w) —a 1
Tr—« T—a

Il reste & observer, par décroissance de ¢ que si x < «, alors ¢(z) > p(a) = o donc

p(r) —a

Vr < a, <0
T —«
et donc
o) —ple)
r—« rT—a~ )

En d’autres termes,

[ ¢ est dérivable a gauche en a et ¢, (a) = —1. ]
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oY ~rrrEes
Y

0 1

FIGURE 1. Fonction ¢ calculée numériquement et courbe d’équation y = —(z — a) + a.

PARTIE 111 : COURBE MEDIATRICE DE DEUX FERMES DANS R?

Soit P = R? muni de sa structure affine euclidienne usuelle et de son repére canonique R.
On note d la distance euclidienne usuelle sur P et on pose :

Pt ={(z.y) [y>0} et P~ ={(z,y)|y<0}.

Jusqu’a la fin du probléme, A et B désignent deux fermés non vides tels que A C Pt et BC P~.

On appelle courbe médiatrice de A et B I’ensemble : Ty p = {m € P | da(m) = dg(m)}.

Par exemple, si A = {a} et B={b}, o a € P" et b € P, la courbe médiatrice I'4 5 est la médiatrice du segment
[a, b].
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On se propose de montrer que I'4 g est le graphe dans R d’une fonction ¢4 g : R — R et d’étudier quelques-unes
de ses propriétés.

Dans la suite, il est vivement recommandé de s’aider des figures pour mener les raisonnements.
27. Déterminer la courbe médiatrice de A et B dans les cas particuliers suivants :

27.a. A est réduit & un point et B est une droite horizontale.
On pose A = {a} avec a = (24, y,) et b € R tel que B est la droite d’équation (y = b).
Soit m = (x,y) € P et h = pg(m) = (x,b) le projeté orthogonal de m sur B.
Puisque A C PT et BC P~, on a y, # b et donc

da(m) =dp(m) & d(m,a) = d(m,h)
& d(m,a)* = d(m, h)?
& (@ =)’ +(y—ya)* = (y — 1)
(17—-%)2 y—b)?—(y—ya)?
Yo — )2y —b—y —a)

+b+%>

(
xa)2 (
1

Ainsi,

1 _ 2
I' 4. est la parabole d’équation y = — (W
ya -

3 +b—|—ya).

Autrement dit, en se référant a la terminologie rappelée en début d’énoncé,

[ I'4,p est la parabole de foyer a et de directrice B. ]

Ians

27.b. A={(0,1)} et B={(-1,-1),(1,—-1)}.
Posons By = (—1,—1) et By = (1,—1). Alors

dp(m) = min(d(B1, m),d(Ba, m)).
La médiatrice de [By, By étant la droite d’équation (x = 0), on a, pour m = (z,y),

[ d(B1,m) si <0
dB(m){ d(Bg,m) si x>0.

Supposons z < 0 et m = (x,y). Alors
da(m) =dg(m) << da(m)=dp,(m)

ce qui signifie que m est sur la médiatrice de [A, By].



Supposons > 0 et m = (x,y). Alors
da(m) = dp(m) & da(m) = dp,(m)

ce qui signifie que m est sur la médiatrice de [A, Bs].
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Ainsi, T'4 p est la réunion des deux demi-droites [, 1) et [Q,I2) o Q2 est le centre du triangle AB;Bs, I; est le milieu de

[A, B1] et Iy est le milieu de [A, Bs].

Tan

28. On se propose d’établir ’existence de ¢4 5 : R — R telle que son graphe dans R soit I'4 p.
Si K est une partie non vide de P et si (z,y) € P, on notera dg(z,y) le réel di((x,y)).
On considere un réel zy et on définit sur R la fonction :

cbfo = dA(l’o,t) — dB(l'o,t).

28.a. Soit ¢ un point de A. Montrer que, pour tout ¢t >0 : &, (¢t) < d(a, (zo,t)) —t.
Soit a € A. Pour tout t € R, on a
da(zo,t) < d(a, (z9,t))
donc
D, (t) < d(a,(x0,t)) — dp(xo,t).
Mais B C P~ donc, pour tout t > 0 et pour tout b € B, on a

d(b, (l‘o,t)) > d((l‘o, 0)7 (x07t)) =1t.

>
—~
8
o
~+
~—

o~~~

S,
i S, ™Y

8
=)

Ainsi, dg(zo,t) >t et donc

[ Vt > 0, By, (t) < d(a, (20, 1)) — t. ]

28.b. Montrer ’existence de réels A > 0 et pu tels que :
M+

vte R, d((zg,t),a)—t= fm.
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Soit @ = (z4,ya) € Aet t € R. On a
(d((x0, 1), a) = )(d((w0,1),a) + 1) = d((z0,1),a)* — *
= (20 — xa)* + (t = ya)? — 1?
= (w0 — ¥a)” + ¥z — 2tya
= 2yt + (2o — 4)?
=—(\t+p)
avec A = 2y, >0 car A C P+, et u = —(xg — x,)% Ainsi, en divisant par d((xo,t),a) + t, on obtient

A+

d((zo,t),a) —t = T d(@o, D), a) + 1

Sit > 0, le dénominateur est positif et le numérateur est équivalent quand ¢ tend vers +oo a —A qui est strictement négatif.
Ainsi, il existe ¢y € R tel que,
t >ty = d((l‘o,t),a) —-t<0

et donc, d’apres 28.a,

[thR, tZt():}(I)IO(to)<O. ]

O

28.c. En adaptant le raisonnement qui précede, montrer que ¢,, peut prendre également des valeurs strictement
positives dans R.
Le raisonnement se fait de maniere analogue en montrant que pour b € B, on a

[ VE <0, @, () > —t—d(b, (x0,1)) ]

et avec N = 2y, < 0, on montre comme en 28.b que
Nt + !
d<ba (an t)) -t

En faisant tendre ¢ vers —oo, on trouve 'existence de t; < 0 tel que

-t — d(b, (I’o, t)) =

[VtGR, t§t1:>ftfd(b,(x0,t))>0 ]

et donc

[ VieR, t<t; = D,(t) >0. ]

(|
28.d. Démontrer qu’il existe yy € R tel que ®,,(yo) = 0.
Les fonctions ¢ — da(x,0,t) et t — dp(x,0,t) sont continues sur R car lipschitziennes en vertu de la question 3.b. Ainsi,
(I)aco it dA(,To,t) — dB(wo,t)
est continue sur R.
Avec tg et t1 construits en 28.b et 28.c, on a ®(tp) < 0 et ®(¢1) > 0. Le théoreme des valeurs intermédiaires assure donc :
[ Jyo €lto, t1[C R, Py, (yo) = 0. ]
a

Soit mg le point de coordonnées (zp,y) et b un point de B réalisant la distance de my & B, c’est-a-dire vérifiant
be B et dg(mg) = d(b,mgp).
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28.e. Soit y < yp et m le point de coordonnées (z¢,y).
Démontrer que : Va € A, d(m,a) > d(m,b) puis que : &, (y) > 0.
Soit a € A et b € B tel que dg(myg) = d(b,mg), avec mg = (o, yo). Puisque ®,,(yo) = 0, on a d(mg) = dg(mg). Ainsi

(1) d(a,mg) > da(mg) = dp(mg) = d(b,mg) et donc mg € Py, ot P, ={m € P | d(m,b) < d(m,a)}.
(2) Py est le demi-plan contenant b délimité par la médiatrice D sur segment [a, b],

(3) D a pour équation y = ax +  pour un certain couple (o, 3) € R2. En effet, D ne peut étre verticale car a € P+ et
b € P, donc [a, b] ne peut étre horizontal.

b étant contenu dans le demi-plan situé sous D, on a

[ Py ={(z,y) € P |y < ax+ 5} ]

En effet, notons Q = D N [a, b], si bien que
Py = {MeP| (0M|0b) > 0}.

Du fait de I’équation cartésienne de D le vecteur S?i s’écrit )\(ag— j) ou A € R. Du fait que yp < yq, on a yg3 < 0 et donc A > 0.
Finalement :
B car Q€D

731,:{M:(m,y)ep|)\(Jc—xQ)a—)\(y—yM)20}:{M:($,y)€’P|y§aa:+(yM—axM)}.

Alnsi, si y < yo, puisque (xg,yo) € Py, on a m = (x9,y) € Py et donc d(m,b) < d(m,a).
Montrons que l'inégalité est stricte. Si d(m,a) = d(m,b), alors m = (zo,y) € D mais la droite d’équation (xr = () n’a qu'un
seul point d’intersection avec D qui est mg = (xg, yo). Ainsi

[ d(m,a) > d(m,b) ]

Mais d(m,b) > dg(m) donc d(m,a) > dg(m). Ceci étant vrai pour tout a € A, c’est en particulier vrai pour a tel que
da(m) = d(a,m). Ainsi,

[ da(m) > dg(m). ]

En conclusion,

Siy < yo, (bwo(y) = dA((x()?y)) - dB((m(%y)) = dA(m) - dB(m) > 0.
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|
28.f. En déduire ’existence de ’application ¢4 g annoncée.
Soit zg € R, on a établi a la question 28 'existence d’un unique yo € R tel que ®,,(yo) = 0, c’est-a-dire tel que
Fasn{(z,y) €P |z =0} ={yo}.
Posons
) { R — R
PAE a0 = poe @ {0}
Alors
La.B = {(®0,10) € P | da(zo,y0) = dp(zo,y0)}
={(z0,%0) € P | Pz, (y0) = 0}
= {(z0,50) € P | yo € ., ({0})}
= {(z0,90) € P | yo = va,5(z0)}
= {(z0,pa,B(20)) | zo € R}.
Ainsi,
[ I'4 B est le graphe de ’application ¢4 p. ]
|

29. On considére une suite réelle bornée (u,),cn et un réel o. On suppose que o est I’'unique valeur d’adhérence
de la suite (u,)nen. Démontrer que (u,),eNn converge vers o.

C’est un résultat classique. Supposons que (u,),en ne converge pas vers o. Il existe donc £ > 0 tel que pour tout ng € N, il
existe n > ng avec |u, — o| > €. On peut alors constuire par récurrence I'application ¢ : N — N strictement croissante par :

©(0) =min{k >0 | |up — | > €}
et
VneN, @n+1)=min{k > p(n) | |uy —o| >e}.
La suite (uy(n))nen ainsi définie est bornée car extraite d’une suite bornée. D’apres le théoréme de Bolzano-Weirstrass, on

peut en extraire une sous-suite (U(yop)(n))neN qui converge vers un réel o’. Ainsi, o est une valeur d’adhérence de (uy(,), donc
de (uy,), et alors o = ¢’ par hypothese. Or, par construction de ¢, on a

VneN, |uwop)ym)—0l>e = o' —0o|>e,

une contradiction.
Ainsi,

[ s — 0. ]
n—+4o0o

30. On se propose d’établir la continuité de ¢4 g sur R.

30.a. Montrer l’existence de deux polynémes de degré deux, P, et P», tels que P, < ¢4 p < Ps.
Soit a € A, de sorte que {a} C A. Par ailleurs, on a B C P~. Ainsi, si m € P est tel que dg(m) =dp(m), on a

diay(m) > da(m) = dp(m) > dz=(m).

Or
0 si meP™

diy—oy(m) si me P

dp-(m) = {
ou {y = 0} désigne la droite d’équation (y = 0). Ainsi,
iy = = Nay =0y
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qui est une parabole d’apres la question 27.a.

Ainsi, si m est tel que da(m) = dp(m), alors dyqy(m) > dz=(m) et, d’aprés la question 28.en m se trouve au-dessous de
[yay,p-, c’est-a-dire que la parabole I'y,) p- est située au-dessus de I'4 . Si on note P le polynéme du second degré tel que
(y = P2(x)) est I'équation de la parabole I'(4y p-, on a ainsi

[\meR soA,B<x><P2<x>.]

De maniere duale, pour b € B, on obtient que I'4 p est au-dessus de I';3) p+ qui est aussi une parabole d’apres 27.a. Ainsi, si
on note P; le polynéme du second degré tel que (y = P;(z)) est I’équation de cette parabole, on obtient

[ Ve e R, Pi(z)<¢ap(z)<P(zr). ]

Soit € R. On se propose d’établir la continuité de ¢4 g en ce point z.

30.b. On considére une suite de réels (x,),en telle que : li_irrn z, = x et on introduit la suite (y,)nen telle que :
o

n:
Vn € N, y, = ¢4 5(z,). Montrer que la suite (y,),en est bornée.
Ona P, <pap < P Ainsi,
VYn e N, Pi(zn) <@ap@n) < Pa(xy,).
Les polyndmes P; et P; étant continus et la suite (x,), étant convergente, les suites (Pi(z,))n et (Pa(xy)), convergent. Elles
sont donc bornées. Ainsi, il existe M7, Ms € R tels que
VYneN, M <Pi(zy) <vap(rn) < Pa(z,) < Ms.

Autrement dit,

[VTLEN’ My <yn < Mo. ]

30.c. Démontrer que la suite (y,)nen admet une unique valeur d’adhérence.

La suite (y,,), étant bornée, il suit du théoréeme de Bolzano-Weierstrass qu’elle admet une valeur d’adhérence.

Soit o une valeur d’adhérence de (y,)n et ¢ : N — N strictement croissante telle que (y,n))n converge vers o. Alors, pour
tout n € N, y, = pa,5(x,) donc

dA(Ivm yn) = dB(-Tna yn)-
Ainsi
Vn € N, da(Zp(n) Ypn)) = dB(Tp(n), Yp(n))
En passant a la limite, on obtient
Vn €N, da(xz,0) =dp(z,0)

et donc o = w4 p(r). Alnsi

[ (Yn)nen admet w4 g(z) pour unique valeur d’adhérence. ]

30.d. En déduire que ¢4 g est continue au point x puis que ¢4 p est continue sur R.
(yn)n est une suite bornée (30.b) qui admet ¢4 p(z) pour une unique valeur d’adhérence (30.c). Ainsi, d’apres 29, (Yn)neN
converge vers ¢4 g(z). Autrement dit,

Jm ean(o) = pas  im o).

et donc @4, p est continue en z.
Ceci étant vrai pour tout x € R, on a
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[ <,0A7BECO(R,R). ]

|
31. Montrer a I’aide d’un exemple que la fonction ¢4 g n’est pas toujours lipschitzienne sur R.
On reprend les résultats de 27.a et on pose
A={0,1)}cPt et B={(z,~1)|zcR}CP .
Alors
2
VzeR, ¢apx) = vy
qui n’est pas lipschitzienne sur R (car non uniformément continue). O

Soit I = [, (], o1 a < 8. On se propose d’établir, jusqu’a la fin de la partie III, que 4 5 est lipschitzienne sur I.
32. On note I" le graphe de la restriction 4 I de ¢4 p dans le repére R.

32.a. Montrer que I’ est un compact de R>.
On a

I = {(z,04,8(x)) | € I} = (id, a,5)(J)

or (id, o4 5) : R — R? est continue car chacune de ses coordonnées l'est, et I = [a, 3] est compact. Ainsi,

[ I’ est compact comme image d’'un compact par une application continue. ]

U

32.b. Démontrer I’existence d’un réel Ry, > 0 tel que : Ym € I, d4(m) < Ry.

La restriction
J - I — Ry
1 m = da(m)
de da & T” est continue car da l'est (3.b). Par ailleurs, I étant compact, d’ est bornée et donc, il existe Ry > 0 tel que
[ Vm eTl’, d'(m)=da(m)< Ry. ]

U

32.c. En déduire I’existence d’un réel R > 0 tel que tout disque fermé de rayon Ry, centré sur un point du
compact I", soit contenu dans B(0,R) = {¢ € R? | [¢]| < R}.
Soit k = (z0,pa.5(w0)) € I” et m € B(k, Rp). On a, par inégalité triangulaire,

d(0,m) < d(0,k) + d(k,m) < d(0, k) + Ro.
Mais I est bornée donc il existe Ry € R tel que IV C B(0, Ry). Ainsi, d(0,k) < Ry et donc
d(0,m) < d(0,k) + d(k,m) < Ry + Ro.
Sion pose R=R;+ Ry >0,0na

| B(m, Ro) c B(0, R).
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33. On pose K4 = ANB(0,R) et Ky = BN B(0, R).
Montrer que ces parties sont des compacts non vides de R? vérifiant K4 C Pt et Kz C P~ et que :

Vrel, @A,B(I) = QOKA,KB(‘T)'

K4 = ANB(0, R) est fermé comme intersection de fermés, et borné car contenu dans B(0, R). Ainsi, K4 est un fermé bornée
de R? qui est de dimension finie, c’est donc un compact. En outre AN B(0, R) # @ car, pour tout m € I'', da(m) < Ry donc
@ #+ AN B(m,Ry) C AN B(0,R). Enfin, Ky C AC P*.

De méme Kp est un compact non vide de R? contenu dans P~.

Soit x € I. Montrons que 4 5(z) = ¢k, ky(z). Posons m = (z,04,5(x)). On a

da(m) =dg(m).
Mais K4 C Aet Kp C B donc da(m) < dg,(m) et dg(m) < dg,(m).
D’apres 32, on a da(m) < Ry. Ainsi, si a € A est tel que da(m) = d(a,m), on a a € B(m, Ry) C B(0, R) et donc a € K 4.
Ainsi, dg(m) = d(a,m) > dg,(m) et donc
da(m) =dg,(m).
De méme, on obtient dg(m) = dk,(m) et donc m = (z, px, k(). Ainsi,

[ PKa,Kp — PAB- ]

34. Soit J un intervalle compact de R.
Soit 1) : J — R une fonction et I" son graphe dans le repére canonique R.
Pour 6 € R, on désigne par Ry "image de R par la rotation d’angle 6 et de centre O, origine du repére R.
On suppose qu’il existe p > 0 tel que, V0 €] — p, p[, I est encore, dans le repére Ry, le graphe d’une fonction.
Démontrer que v est lipschitzienne.

Observons que I reste le graphe d’une fonction lorsque 1’on tourne R d’un angle 6 si, pour tous z,y tels que x < y dans J, les
points (2,9 (x)) et (y,1(t)) ne se retrouvent pas alignés verticalement, c’est-a-dire, si on note @y le vecteur directeur du second

axe de Ry, on a
~ T—y
de (3| o5 by |) 70

([ v ) 70

—sin(0) (¢ () — ¢ (y)) — cos(0)(z —y) # 0.

autrement dit

ou encore

Soit p tel que donné dans 1’énoncé et
A { |=ppl — R
0 —  —sin(0)(y(x) —p(y)) — cos(0)(z —y)
C’est une fonction continue et, sous les hypotheses de ’énoncé, elle ne s’annule pas, elle est donc de signe constant. Puisque
A(0) =x —y > 0, elle est strictement positive. Ainsi,

[ VO €] —p,pl, —sin(0)(¥(x) —p(y)) — cos(d)(z —y) > 0. ]

On observe que I'on a nécessairement p < 5 car sinon

A (g) =9y) =) = =(¥(z) = ¥(y) = —A (‘%)

ce qui contredirait la stricte positivité de A sur | — p, p[. Ainsi, on a, pour tout 8 €] — p, p|,

—sin(0) (¢ () — ¢ (y)) > cos(0)(x —y).

Pour 6 = p, comme sin(p) > 0, on a :

3 _cos(p) |z =y
Y(x) —Y(y) < (x—y) < Sn00)

Si 8 = —p, on obtient de méme :
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Ainsi,

et donc

1
1) est lipschitzienne de rapport ——.
sin p

O

35. En déduire que ¢4 p est lipschitzienne sur I. D’apres 33, on a ¢4, = ¢k, Kk,- Pour tout § € R, la rotation ry d’angle
0 étant une isométrie, on a pour tout m € P,
dg,(m) = dgz(m) = dryxa)(r0(m)) = dry (55 (ro(m)).
Mais, comme d’apres 28, T'ar g/ est le graphe d’une fonction des que A’, B sont des fermés non vides tels que A’ C PT et
B’ C P, il suffit de montrer que I’on peut trouver p > 0 tel que
ro(Ka) C PT,
Vo €] —
S { ro(Kn) C P~

On pourra alors conclure a ’aide de la question 34.

K

FIGURE 2. Définition des angles t4,04,tp et 0p.

Soit m = (z,y) € K4. On a K4 C Pt et un argument de z + iy est :

ha : (x,y) — arccos S — €10, w[.
Va?+y?

De méme si m = (x,y) € Kp, on a Kp C P~ et un argument de x + iy est :

hg : (x,y) — 2w — arccos (x) €|, 2x].

Les fonctions h 4 et hp étant continues sur K4 et Kpg respectivement, elles sont bornées et atteignent leurs bornes. Il existe donc
des réels 04,t4,0p,tp tels que

KysCc{meP | halm)€[0a,ta]} e KpC{meP|hg(m)e[lp,tp]}.
Ainsi, pour tout § €] max(—04, 7 — 0p), min((m — ta),27 —tg)[, on a rg(Ka) C Pt et ro(Kp) C P~. Posons
p = min (jmax(—04,7 — 0p)|, |min((7r —t4),27r — t5)]).
Alors,

rg(Ka) C PT,
0 € —p,pl, { ro(Kg) C P~
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11 suit alors de la question 34 que ¢k, K, est lipschitzienne sur I, et donc, puisque ¢x, Kk, = ¥A,B,

[ @wa,p est lipschitzienne sur I. ]

PARTIE IV : EXISTENCE D’ASYMPTOTES LORSQUE A ET B SONT COMPACTS

On reprend les notations et définitions de la partie III et on considére deux fermés non vides A et B tels que
AcCcPtet BCP.

Pour (a,b) € PT x P, on note ¢, 5, a8 €t @, les fonctions i,y (115 ©{a},B €t VA (b}

36. Dans cette question, on étudie la courbe médiatrice I'y 5 de A et B dans le cas particulier suivant : A = {a}
ol a est un point de ’axe x = 0 et B est un rectangle plein du demi-plan x < 0, dont ’un des c6tés est contenu
par ’axe z = 0 (voir figure 3).

+A={a)

FiGure 3. Configuration de la question 36.

36.a. Démontrer que I'4 p est au-dessus de la droite contenant le c6té horizontal le plus haut de B.
Notons
z1=inf{x e R | (z,y) € B}, y1=sup{yeR|(z,y) €B} et ya=inf{ycR | (x,y) € B}.

et posons a = (T4, Ya)-
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Soient (z,y) € R? et m = (z,y). Nous allons procéder par contraposée en faisant une disjonction de cas. Supposons y > y.
— Siy €lya, y1] , alors
d(m,a)® = 2* + (y — ya)°
mais y, > 0 et y < y; <0 donc
d(m,a)? > 2% 4 4°.
Par ailleurs,
dp(m)? = min(d(m, (z1,))?, d(m, (0,7))?) = min((z — z1)?, 2%).
Ainsi,
dp(m)? < 2 < da(m)?
et doncm ¢ I's p.
— Siy < ya.
— Siz >0, alors

=2+ (y — 12)°
< Iz + (y - ya)2
=da(m)®

et donc m ¢ I'4 .
— Siz < x1, alors
dp(m)® = d(m, (z1,y2))*
= (z—21)* + (y — y2)°
<+ (y—ya)
= da(m)?
et donc m ¢ I'g .
— Si z € [21,0], alors
dp(m)? = d(m, (z,y2))
=(y— y2)2
<2®+ (Y — ya)?
=da(m)®
et doncm ¢I'4 p.

Ainsi, on a

[ sz(x,y)EP, (mGFA,Béyzyl)' ]

36.b. En déduire que I'4 p est la réunion de deux demi-droites et d’une courbe que ’on précisera.
D’apres 36.a, on sait que si (z,y) € I'4 g, alors y > ;. Ainsi en reprenant notations précédentes, on procede a une disjonction
de cas.

— Six < x1. Alors
da(m) =d(a,m)
et
dp(m) =d(m, (x1,91)).
Ainsi,
(z,y) €Tapeme Lo (@191)

< m est sur la médiatrice de [a, (z1,¥1)]

Sy = (x%—ky%—yg—hxl).

2(y1 — Ya)



— Siz > 0, alors
m = (z,y) € ap < d(a, (z,y)) = d((0,11), (z, 1))
< m est sur la médiatrice de [a, (0,y1)]

@y:yl";ya.

— Si @ € [21,0], alors en désignant par A la droite d’équation (y = y1), on a dg(m) = da(m) et

m = (z,y) € Ty p < d(a,m) = da(m)
= m e Fa,A

1 z2
Y=z +y1+ya .
2 Ya — Y1

Ainsi,
1 (x% +y?—y? — 2x1:17) si x <z,
2<y1 - ya)
1 22 .
paB(®)=9 = ( + vy + ya> si z€l0,z],
2 \Ya — 1
Y1+ Ya si >0
5 .
1_\a,b
1
1
1
1
1
224022 v \ +a
v=S B = :
.......................... . e
1 - 2
//////////// B
I
'z=0

FIGURE 4. Médiatrice composée de deux demi-droites et d’un morceau de parabole.

36.c. La fonction ¢4 p est-elle dérivable sur R ?
Il suit de la question précédente que @4 p est C* sur R\ {z1,0}.
En z; : En calculant la limite du taux d’accroissement dans les expressions trouvées en 36.b, on obtient
233‘1 X

(pam)y@) = 50— S =

et )
X1 T
(pa,B)g(z1) = = .
¢ 2(Wa — Y1) Ya— W1

Ainsi, @4 p est dérivable en z;.
En 0 : On obtient de méme

(a,8)5(0) = 0= (va,8)q(0)
de sorte que ¢4, p est dérivable en 0.
En conclusion,
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[ @4, est dérivable sur R. ]

On revient au cas général.
37. Démontrer a ’aide de la question III-28.e que, pour tout m = (z,y) € P, on a :

da(m) > dp(m) & y<pan).

Cette propriété a déja été démontrée en 28.e.

38. Soit a € A.

38.a. Démontrer que, pour tout b € B, on a : v, < g, B-
Soit b € B. D’apres 37 appliqué & A = {a} et B= B, on a

Pap(T) < wap() & dia)(T,0ap(®) > dp(T, Pap()).

Or, si m = (z,qp(x)), on a
diay(m) = d(m,a) = d(m,b) > bin% d(m,b’) = dg(m).
‘e

Ainsi,

Pap(%) < o, (2).

38.b. Démontrer la relation : sup,cg ¢ab = ¥a,B-
Pour tout a € A, on a, pour tout b € B,

@a,b S L)0(;1,’3
donc
Sup Yab < Pa,B-
beB

Mais, pour tout = € R, puisque B est fermé, il suit de la question 7 qu’il existe b, € B tel que

d((2, pa,(x)),bz) = dp((2, pa,B(2))

donc
®a,B(2) = ¥ap,(2)
et donc
®a,B(7) < SUp Qap(T).

beB

Ainsi,
©Ya,B < SUD Pa,b

beB

et

[ Sup @Pa,b = Pa,B- ]
beB

39. Démontrer les relations : inf,c4 sup,cp Ya,p = ¥4,B = SUPyc g infoca Yab-
Soit z € R. Pour tout a € A, on a

dA((x’ (Pa,B(l')) < d((‘r7 (Pa,B(x))a a’) = dB((xv SOG7B($)))7
ce qui équivaut, d’apres 37, a
¢a,B() = ¢a,B().
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Ceci étant vrai pour tout a € A, on a

inf > )

inf ¢ap(2) 2 pa.5(2)
Puis, comme a la question 38, il existe a, € A tel que

d((z,4,8(2)),az) = da((z,904,8(2))) = dp((z, 0a,5(x)))
donc
©4,8(%) = Pa,,B(T)

et donc

> i .
pap() > inf o p(2)

On a ainsi démontré que

A,p = inf @, g = inf sup g .
va, aea PP (35 aeAbeB%

Nous allons déduire la seconde relation de celle-ci en effectuant une symétrie o d’axe (Oy). En effet, si on pose B’ = g(A) C P~
et A’ = o(B) C P*, alors un point M (z,y) se trouve & égale distance de A et B si et seulement si o(M) = (z, —y) est équidistant
de o(A) et o(B), cela fournit ’égalité :

Po(A),0(B) = —PA,B

et comme, pour X C R non vide et majoré, on a inf(—X) = —sup(X), on obtient

wa,B = sup inf @q p.
beB a€A

O

40. On considére une partie non vide S de P. On dira qu’une droite D de P, non horizontale, s’appuie sur S a
droite si S reste 4 gauche de D et rencontre D. (voir figure 5)

v
_)

////////

///////

e~

FIGURE 5. Droite s’appuyant a droite sur S .

Autrement dit : si D admet comme équation = = ugy + v, avec (ug,vg) € R?, la droite D s’appuie sur S a droite
si S est contenue dans le demi-plan {(z,y) € P | z <wugy+vo} et DN S # @.

40.a. Montrer que, pour tout réel ¢, il existe un unique réel p(t) tel que la droite D, dont une équation est :
x =ty + p(t) s’appuie sur A a droite. (voir figure 6)
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FIGURE 6. Définition de p(¢).

Soit t € R. Considérons I’application continue ®; : (x,7) € R? — z — ty € R. Comme A est un compact de R?, ®;(A) est un
compact de R et notons alors p = sup ®;(A) = max ®;(A). Il existe ainsi un couple (x¢, %) € R? tel que p = ®;(z0, yo) = To —tyo
et de plus pour tout (z,y) € A, x — ty < p. Finalement, la droite D d’équation = = ty + p s’appuie & droite sur A en (zg, yo)-
Supposons maintenant qu’il existe deux réels pg < p; tels que les droites Dy et D1 d’équations = = ty + pp et x = ty + p1
s’appuient sur A a droite en respectivement (xg,yo) et (z1,y1). Alors zq (:) ty1 + p1 mais comme (z1,y1) € A et que Dy est a

*
droite de A, on a z1 < ty; + po. Des équations (x) et (%), on a p; < pg, ce qui est en contradiction avec I’hypothese sur py et
(%)
p1. Pour tout ¢t € R, il existe alors un unique réel p(t) tel que la droite d’équation x = ty 4+ p(t) s’appuie sur A & droite.
O

40.b. Démontrer que p : ¢ +— p(t) est lipschitzienne sur R.

Considérons deux réels t et t; tels que t < t;. Les droites D; et D;, s’appuient sur A & droite en respectivement (X,Y) et
(X1, X1).
Comme A C PT, on a Y] > 0 et comme A est & gauche de Dy, on a :

Xi<tYi+p(t) < Y1 +p(t).
t<t1
On a de plus Pégalité X; = t1Y7 + p(t1), donc p(t1) < p(¢).
De plus, comme Dy, est & droite de A, elle est & droite de (X,Y), ce qui entraine :
X S t1Y —|—p(t1), et donc p(tl) Z X — t1Y.
Finalement, si t < ¢, on a:
0<pt)—pt1) <p(t) - (X —t1Y) =X —tY — (X — 1Y) <Y(t;1 — t).

Mais A étant compact, il existe un réel My majorant U'ensemble {y € R | (z,y) € A} et quitte & échanger les roles de y et y1,
on obtient :

[ p est My —lipschitzienne. ]

40.c. Démontrer que p : t — p(t) est une bijection strictement décroissante de R dans R.

Par la question précédente, on sait déja que p est décroissante. Montrons maintenant que p est injective, on aura alors la
stricte décroissance. Supposons qu’il existe t1 < to tel que p(t1) = p(t2). La droite Dy, s’appuie & droite sur A en un certain
point (X3,Y3) € A, donc en particulier Xo = t5Y5 + p(t2). Mais A C PT, et comme tg > t1, on a Xo > t1Ys + p(ta). Mais par
hypothese, p(t1) = p(t2), ce qui entraine que Xy > t1TY2+p(t1). Ainsi (X2, Y3) est & gauche de D;,, ce qui contredit la définition
de p(t1). La fonction p est alors strictement décroissante.

Il reste alors & démontrer que p(R) = R pour obtenir le résultat. Fixons alors m € R et considérons 'application continue ¥, :
(z,y) € PT — L5 € R. Comme A est compacte, il existe un couple (zo, yo) € A tel que sup Wr(A) = max Ur(A) = ¥ (20,10)
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et finalement :
T—7  To—
- < 0

T .. To—
, C'est-a-dire x < < > y+ .
Y Yo

Yo
o — P
Yo

La droite d’équation x = ( ) y + 7 s’appuie alors en (2o, yo) & droite de A et 71 =p (:co — ﬂ),
Yo

Ainsi,

[ p: R — R est une bijection strictement décroissante. ]

O

41. Montrer ’existence d’une unique droite 6 de P qui s’appuie simultanément sur A et sur B a droite. (voir
figure 7)

FI1GURE 7. Droite § s’appuyant simultanément sur A et B.

Notons p4 Papplication p définie & la question 40. Soit B € P, et notons ¢ la symétrie par rapport a l'axe (Ox). Par
continuité de o, la partie o(B) reste compacte, et est de plus incluse dans P*. La question 40 assure donc existence d’une
fonction p, telle que pour tout ¢t € R, la droite d’équation x = ty + p,(t) s’appuie sur o(B) a droite. Finalement, en notant que
o(z,y) = (xz,—y), on obtient que la droite d’équation z = ty — p,(t) s’appuie sur B & droite. On montre de maniére semblable &
la question 40, qu’il existe une unique valeur pp(t) vérifiant que la droite d’équation z = ty + pp(t) s’appuie & droite sur B et
finalement pp s’écrit —p,. Par décroissance de p,, la fonction pg est croissante. L’application p, étant lipschitzienne, il en est de
méme de son opposée pg. Comme p,(R) = R, on a aussi pg(R) = R et finalement, pg est une bijection strictement croissante
de R sur R.
L’application pp — p4 est alors continue et strictement croissante de R sur R, elle s’annule donc pour une unique valeur ¢, € R.
On a alors pp(tg) = pa(to) et la droite d’équation @ = toy + pa(to) s’appuie simultanément & droite sur A et B. L’unicité d’une
telle droite provient du fait que deés qu’une droite d’équation x = ty + p; s’appuie simultanément sur A et B, cela entraine
pa(t) = pp(t) = p1 et donc pa(t) — pp(t) = 0 : la seule valeur possible pour ¢ est donc .

En conclusion,

[ Il existe une unique droite § de P qui s’appuie simultanément sur A et sur B & droite. ]

O

42. Montrer que, parmi les segments inclus dans § dont les extrémités sont respectivement sur A et B, il en
existe un unique de longueur minimale. Celui-ci sera noté [m4, mp|, avec (my,mp) € A x B.

La droite ¢ ne peut pas étre horizontale par définition donc intersecte 'axe (Oz) en un point Q. La partie N A est par
définition non vide, incluse dans PV et est I'intersection d’un fermé et d’un compact donc reste une partie compacte. De maniére
semblable, 6N B est une partie compacte non vide de P~. Pour tout point M4 € §N A et tout point Mp € §N B on a clairement :

MaMp = QMa + QMp.
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De part la continuité de la fonction M +— QM , la compacité des parties 6 N A et § N B, il existe my, € § N A et my, € § N B tels
que :

V(MA,MB)E(SQAX(SQBZ Omg < QMy et Qmy < QMp,

ce qui entraine alors que mgamy < MaMp pour tout (Ma, Mp) € 6N A x éN B. En utilisant ’équation de § et en calculant alors
Qmg et Qmp, il est aisé de montrer que le point m, correspond au point de d N A d’ordonnée minimum et le point my correspond
au point de § N B d’ordonnée la plus grande. On montre alors sans peine que m,m; est 'unique segment inclus dans J, de cette
longueur et ayant pour extrémité un point de A et un point de de B (dans le cas contraire, on contredirait la maximalité ou la
minimalité de 'ordonnée de m; ou my).

Ainsi,

[ma, mp] est le segment inclus dans ¢ de longueur minimale dont les extrémités sont respectivement dans A et B.

43. Montrer que la médiatrice ¢’ de [ma4,mp| est asymptote a la courbe I'y g en +oco. (voir figure 8)

FIGURE 8. Médiatrice ¢’ de [mqmy] et médiatrice T's g de A et B

Afin de montrer le résultat, nous allons établir que pour € > 0 fixé, il existe une valeur X. pour laquelle des que z > X, le
point M(z) = (x,pa,5(x)) se trouve & distance au plus égale & € de ¢’. Nous aurons alors montré la propriété :

Ve > 0,3X, : z €] X, +oo[= ds (M (2)) < ¢,
qui est équivalente au résultat voulu.
Procédons par I’absurde et supposons qu'’il existe une suite de réels (zx)ren telle que :
— (xg) soit croissante,
— lim zp = 400,
k:+oo
— Vk € N, dgs(My) > € ot 'on note My, = (a:k7apA7B(a:k)).

Par symétrie du probleme, et quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que tous les points Mj se trouvent dans le
demi-plan supérieur délimité par la droite ¢’. Si I'on définit la droite 0. se trouvant dans ce demi-plan supérieur, et parallele &
distance € de ¢, on suppose alors que tous les points Mj, se trouvent dans le demi-plan supérieur délimité par ¢. (voir figure 9).



37

Suite de points (Mk)
[

FIGURE 9. Position de la suite de points (Mjy).

Notons 2 le milieu du segment [m,, mp]. La démonstration se déroule en deux étapes :

(1) Dans un premier temps, nous montrons qu’a partir d’un certain rang, la suite de points (M}) se trouve & une distance

inférieure a ™4™ de ¢§'.

(2) Ensuite, nous montrerons que l'existence de cette suite (My) implique I'existence d'un point a de §N A tel que Qa < Qmy,,
ce qui contredira la définition de my,,.

La partie (1) de la démonstration fait appel au lemme suivant :
Lemme : Notons ii; le vecteur costi+sintj. Soit m € P et soit o €] — T; 5[ et 0 €], 5[. On définit les deux droites 0 et A qui
passent par m et qui sont respectivement de vecteur normal i, et Wy. Les points se trouvant a gauche de 0 et a droite de A ont
tous une ordonnée supérieure a celle de m ; dit autrement :
—
<mM t_[g> > 0

—
<mM Uo) <

—
Preuve du lemme : Notons X et Y les coordonnées de mM, on souhaite alors montrer que Y > 0. Les hypotheses s’écrivent :

Xcosf+Ysing = p>0
Xcosa+Ysina = n<O0.

Comme -5 < a <60 < F,onaa—0¢]—mx0[ Le systeme en (X,Y) ci-dessus est donc de Cramer (son déterminant est

cosfsina — cosasinf) = sin(a — 0) < 0) et on a :

cosf p w
Y = cosa n|  mncos —pcosa
~ Jcos@® sinf|  sin(a —0) 2
cosa  sina j?)—/
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(1) Montrons qu'un point M € I'4 p d’abscisse supérieure a 1’abscisse de m, se trouve nécessairement & distance strictement
inférieure a ™2™ = Qm, de ¢’. On aura alors la premiere partie de la démonstration. Pour cela supposons le contraire
(voir figure 10).

FIGURE 10. La zone hachée doit contenir un élément de B.

Soit b € B tel que dg(M) =d(b, M) : comme M € T'y g, on a ds(M) = dg(M). De plus, comme m, € A, la distance
de M & A est inférieure & Mm,. Ainsi, le point b doit nécessairement appartenir & B(M; Mmy,).

— Si M appartient a la droite 0;, passant par m, et parallele a ¢’, alors B(M; Mm,) est inclus dans le demi-plan
délimité par 9 et contenant M. Mais B se trouve a droite de § donc le point b ne peut qu’étre au point de contact
entre la boule B(M; Mm,) et le demi-plan & gauche de 0 c’est & dire en m,, ce qui n’est pas possible car m, € A.

— Si M n’appartient pas a ¢, , (comme sur la figure 10), on peut se ramener au lemme en utilisant (voir figure 11) :

FIiGURE 11. Lien avec le lemme précédent.

pour m: my,

pour i,: vecteur unitaire dirigeant la normale & 0 (et de premiere coordonnée strictement positive, ce qui possible
car ce vecteur unitaire ne peut étre verticale),
—
o meM
pour up: le vecteur ———.
[ma M|

La position supposée du point M assure que les hypotheses du lemme sont vérifiées, et le lemme assure alors que
si un point est a gauche de § et a droite de la droite passant par m, et de normale iy, il doit avoir une ordonnée
supérieure & celle de m,, donc en particulier strictement positive. Finalement, comme b € B(M; Mm,), partie se
trouvant dans ce demi-plan, I’ordonnée de b doit donc étre strictement positive, ce qui n’est pas possible car B C P~.

Finalement, dés que z dépasse I'abscisse de my, le point M}, est & distance strictement inférieure a Qm, de ¢’

(2) On suppose, quitte & < oublier > les premiers termes, que tous les points Mj, vérifient dg (M) €le; Qmg[. Quitte &
appliquer deux isométries — une rotation et une translation — on suppose pour la suite que = (0,0) et que J est la
droite d’équation x = 0. Sans perte de généralité, on suppose que la valeur de € est suffisamment petite (O <e< %)
Utilisons alors les définitions suivantes (voir figure 12) :
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o
[
A
Mmemp — 26

Mo s Mimg — My Py, ™

FIGURE 12. Définitions de Py et K, .

— P, = (0,04, (xx)) est le projeté orthogonal de My, = (zx, pa,5(xx)) sur d.

— m/, est le symétrique de m4 (0, y,,,) par rapport a Py,

— N_ est le point de coordonnées (0, —y,, + 2¢).

— K. 1 est le rectangle s’appuyant a gauche sur J le long du segment N.m, et d’épaisseur Mym, — M}, Pj.
Montrons alors que pour tout k, la partie de E(Mk7 Mpm ) a gauche de § se trouve nécessairement dans K, j. Il est aisé
de montrer que cette partie se trouve dans le rectangle d’épaisseur Mym, — My Py, s’appuyant a droite sur § le long du
segment m/ mg.
Ensuite, Qm, = QP + Pymg > € + Pymg, c’est-a-dire Pym, < Qm, — €. Finalement :

mimg = 2Pymg < mamy, — 26 = Nomy,

et la partie de E(Mk, Mypma) a gauche de ¢ se trouve bien nécessairement dans K. j.

Considérons alors I’épaisseur de K. i, c’est-a-dire Mpm, — M} P, : on montre sans difficulté que cette quantité tend vers
0 lorsque k — —+o00. En effet, on a successivement :

Mym, — PpuM, = \/ M, Py? + Pymg? — Py M, (Pythagore)

P 2
—ap )1+ 2 1] car PAMy = ay
Zp
Pkma2 Pkma2 Pkma
=x, |1+ +o0 —1 car Pym, <y,, donc —0
2$Uk2 Ik2 “ T

Pkma2

0.

~

2x)  k—+too
Quitte & extraire une sous-suite, considérons que la suite de compacts K, j est décroissante. Ainsi, sachant que tous les
points My, € I'4 p, il existe nécessairement un point by, € BN K, (car dans le cas contraire, la distance de My, & B est
nécessairement supérieure & Mym,, ce qui n’est pas possible). Les parties B N K, j restent compactes, décroissantes et

non vides. On sait alors que (| BN K. # @. Notons b un élément de cette intersection : par définition des parties
keN
K. 1, Pordonnée de b dépasse celle de mj + 2. De plus, comme I'épaisseur de ces parties converge vers 0, I’abscisse de

b est nulle et b € § N B. On contredirait alors la définition de m; (car le segment [m,; b] serait de longueur strictement
inférieure & m,m;). Contradiction.

On a donc bien montré par ’absurde que :

I' 4 p admet comme asymptote en +oo la médiatrice de [mqmyp).
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