ESSEC - 2009 - VOIE K

(adapté pour Scilab)

Correction proposée par G. Dupont.

Ce sujet comporte trois problémes de décision inspirés de situations concrétes.
Ces problémes sont indépendants.

Probléme 1 : prédire le dernier succés

Présentation : soit un entier n > 1. On répéte n fois, de fagon indépendante, une méme expérience qui conduit a un
succes avec la probabilité p €]0, 1] ou & un échec avec la probabilité 1 — p.

Le jeu proposé est de deviner quand aura lieu le dernier succés. A chaque succés, on peut décider d’annoncer ou non qu’il
s’agit du dernier de toute la série d’expériences. On ne peut faire qu'une annonce par partie.

Le jeu est gagné si, a issue des n expériences, on a fait une annonce et qu’elle s’est révélée exacte. Le jeu est perdu si
I’on n’a pas fait d’annonce ou si I’on s’est trompé en annoncant le dernier succés.

Stratégie : on choisit un entier s € [1,n], et on laisse passer les n — s premiéres expériences. Ensuite, dés qu’un succeés
se présente, on annonce que ce sera le dernier.
On note P; la probabilité de gagner en utilisant cette stratégie.

1. Montrer que la stratégie est gagnante si et seulement si il y a exactement un succés lors des s derniéres expériences.

2. En déduire une expression de P; en fonction de p et de s.

w

P 1
Montrer 1’équivalence : ;jl >1 & s< - -1
s p

En déduire que la probabilité P, est maximale pour une ou deux valeurs de s.

ov o

Un exemple : on lance 10 fois un dé bien équilibré, et on doit prédire quand survient le dernier six. Quel choix
convient-il de faire ?

Solution :

1. S’il n’y a aucun succés aprés ’annonce, la stratégie est perdante. S’il y a deux succés ou plus, cela signifie que
Pon va annoncer qu’il va y avoir au moins un succes apres celui que ’on aura annoncé comme le dernier, et la
stratégie est perdante. Enfin, s’il y a un seul succés, on 'annoncera comme étant le dernier et il n’y en aura
effectivement aucun autre derriére, la stratégie est donc gagnante dans ce cas.

2. Notons, pour tout i € [1,n], ’événement S; : « faire un succés a la i-éme épreuve ». Si on note G 1’événement
correspondant gagner i la stratégie choisie, on a d’aprés la question précédente,

n n
G= || [sin| () S
i=n—s+1 j=n—s+1
J#i



Ainsi,

P, =P (Gy)
=P |_| SN ﬂ S;
1=n—s+1 j=n—s+1
J#i
= > |PG)x ] P(H))
1=n—s+1 j=n—s+1
J#i
= > pll-prt
1=n—s+1
=sp(1—p)*~".
Ainsi,
P, = Sp(]- _p)s—l.
3. On a .
Ps+1 _ (8+1)p(1_p)6 _ S+1(1_ )
Ps Sp(l - p)s_l $ b
Ainsi,
2, 1
s B s
P
e s+)(A-p =s
<sp<1l-p
1
s < ——1.
p
En conclusion,
P,y 1
>1 & <--1
P "=
4. Pour tout s € [1,n], Ps > 0 donc
Ps
sl s Psy1 > P
Py

1
Ainsi, tant que s < — — 1, on a Psy1 > P;, puis aprés on a Psy; < P, avec des inégalités strictes quand la

premiére inégalité ’est. On a donc trois cas :

1
— Sin < P 1, cela signifie que P, est maximale.

.1 .
— Si — est entier, on a
p

PL=P:_,

P P
et toutes les autres valeurs de P, sont strictement inférieures.

1
— Enfin, si — n’est pas un entier, alors la valeur maximale est PLL ]
p P



1 1
5. On est dans lecasoun =10et p = 5 de sorte que — — 1 =5 < 10. Ainsi, P5 et Pg sont maximales. Autrement,

dit, la stratégie optimale consiste & laisser passer 4 ou 5 lancers et & annoncer le premier succés suivant comme
étant le dernier.

Remarque : Les scripts Scilab ci-dessous permettent de simuler ces expérience et de calculer les fréquences de
succes des différentes stratégies.

function G = strategies(n,p)
L = listeresultats(n,p)
G = zeros(2,n)
R = zeros(1,n)
for s=1:n
G(1,s) = s
R(s) = sum(L(n-s+1:n))
if (R(s)==1)
G(2,s) =1
else
G(2,s) =0
end

end
endfunction

function P = Pstrategies(n,p,N)
P = zeros(2,n)
for i =1:n

P(1,i) = 1
end
for i = 1:N
G = strategies(n,p)
for i=1:n
if (G(2,i) == 1)
P(2,i) = P(2,i)+1/N
end
end
end
bar(P(1,1:n),P(2,1:n))
endfunction

La commande Pstrategies(10,1/6,10000) a donné le graphe suivant, en accord avec la réponse a la question 5.
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Probléme 2 : chercher une place de parking

Présentation : on est en voiture au départ d’une rue infiniment longue et a sens unique. On doit se rendre & un point
d’arrivée située & une certaine distance du point de départ et on cherche & se garer le plus prés possible de 'arrivée. A
partir d’ou doit-on commencer & accepter une place libre ?

Mise en place : au départ on est au numéro 0 de la rue. Pour chaque entier naturel n, il y a une place de parking au
numéro n, qui peut étre libre avec la probabilité p €]0, 1[. On suppose que p ne dépend pas de n et que les occupations de
places se font indépendamment les unes des autres. L’arrivée est au numéro d.

Stratégie : on se donne s € [0, d]], et on conduit sans s’arréter jusqu’au numéro s de la rue. On accepte alors la premiére
place libre a partir du numéro s (inclus).

On note X le numéro de la place trouvée par cette méthode. La distance a ’arrivée est | X —d| et ’espérance Dy = E[| X — d|]
est la distance moyenne & ’arrivée.

1. Loi de X.
(a) Déterminer l'univers-image X ().
(b) Pour tout k € N, on note Ay ’événement « la place au numéro k est occupée ».
Pour n € X(Q), exprimer I’événement (X = n) en fonction des événements Ay.
(c) Déterminer la loi de X.
(d) Vérifier que X — s + 1 suit une loi géométrique.
(e) En déduire 'espérance de X.
2. Calcul de Dy = E[|X —d]].
(a) Montrer que la variable aléatoire | X — d| admet une espérance.

“+o00 d
(b) Etablir : Dy =Y (n—d)P (X =n) -2 (n—d)P (X =n).
— - Ny
(c) Soit x € R\ {1}, donner la valeur de la somme Z 2¥ en fonction de N et z, et en déduire une expression de
k=0
N
la somme Z ka®.
k=0
d 1 (1 _ p)dfs+1
d) En déduire : n—-dPX=n=-+s-d-1-— ——FF—F—.
(d) nz::s( )P ( ) =5 »

1 2
(e) Montrer finalement : Dy =d —s+1— — + = (1 — p)¢=s+L.
p p

3. Optimisation.
(a) Simplifier Dfﬂ — D, et en déduire que D, est minimale pour s le plus petit entier strictement supérieur a
n?2
op=d+ 71n(1 )
(b) Montrer que si p > %, Dy est minimale pour s = d.
4. Exemple : il y a en moyenne 1 place sur 10 de libre, & quelle distance de ’arrivée doit-on commencer a chercher une
place?
On utilisera l’encadrement suivant : 275 < 0,9 < 277,
5. Simulation informatique.
L’algorithme ci-dessous permet de simuler la recherche de place.
p = input(’Probabilité de place libre 7 ?)

x = rand()

b
|
~
+
[

end
disp(k,’Place trouvée: ’)
disp(abs(k-d),’Distance: ’)



(a) Laquelle de ces instructions manque a la troisiéme ligne ?

i. k = s-1
ii. k = s
ili. k = s+1

(b) Compléter la quatriéme ligne.

Solution :
1. Loi de X.

(a) X peut prendre toutes les valeurs entiéres a partir de s. Ainsi,

[ X(Q2) = [s, ool ]

(b) Pour n > s, (X = n) signifie que toutes les places entre s et n — 1 étaient prises et que la place n était
libre. Autrement dit,

(c) On a X(Q) = [s, +oo] et, pour tout n > s,

P(X=n)=P ((TﬁAk> ﬂAn)
k=s

= <H P (Ak)> x P (A4,) (par indépendance)
k=s

=1-p)""p.

Ainsi,

[ Yn>s, P(X=n)=(1-p)" °p. ]

(d) On a (X — s+ 1)(Q) = N* et, pour tout k € N*,

P(X—s+1=k) =P(X=k+s—1)
=1 -prtp

:(l—p)kilp.

Ainsi,

X — 541~ G(p).
(e) On a

EX]|=E[X—-s+1+s—1]

=E[X-s+1]+s-1

1
:];+3—1(carX—s+1Wg(p))-

Ainsi,



EX]=-—-s+1

2. Calcul de Dy, = E[|X —dJ].
(a) On a |X —d| < |X|+d et |X| admet une espérance, donc |X — d| aussi.

(b) On a
+oo d +oo d
> n-dP(X=n)-2) n—dPX=n)= > (m-dPX=n)-)Y (n—dP (X =n)
n=s n=s n=d+1 n=s
+oo d
=Y (-dPX=n)+) (d—n)P (X =n)
n=d+1 n=s
+<><J>r d
= > In—dP(X=n)+) |[n—dP(X=n)
n=d+1 n=s
+<>o+
=> |n—dP (X =n)
=E[|X —d|| (théoréme de transfert).
Ainsi,
+oo d
E[X—d]=) (n-dP(X=n)-2Y (n-dP (X =n).

(c) Soit x € R\ {1}. On a

N+1

Ainsi,

k=0 =

N li

— 2k

=)

1 — N+

- (1—:5)

= u_xix)z(—(]\/‘ 4= 1)xN(1 —xz)+ (1 - xN+1))

x— (N +1)zN+tt + NgpN+2

(1—x)?

On obtient donc

f:kxk _x— (N + 1)zt 4 NgN+2
Pt (1 —x)2 '




(d) Ici, il faut prendre son courage & deux mains pour trouver la forme demandée méme s’il n’y a pas de réelle
difficulté. Procédons méthodiquement. Commencons par poser ¢ =1 — p

d
Z(n—d)P(X:n):Z(n—s—i—s—d)P(X:n)

d d
=p> (n—5)q" " +p(s—d)> "
n=s n=s
d—s d—s
=p) k¢®*+p(s—d)y ¢° (enposant k=n —s)
k=0 k=0
N

= Z q" — pNZ q¢” (en posant N = d — s pour alléger)

g— (N + qN+1+NqN+2 1 — gN+ -
=p ( (1)—q)2 — pN - (d’aprés 2.c)
_ Q*(N+1)QN+1+NQN+2

— N+ Ng¥*! (carp=1—gq)

b
1
— _N+ ;; (q — NgN+! — gN+1 4 NgN+2 4 NquH)

1
:—N+5(NqN“(p—1)+q—qN“+NqN+2)

1
=—N+4 - (NqNHJrq*qNHJquN“) (carp=1-—gq)

p
1
:7N+I;(1fp*(1*p)N“) (carp=1—¢q)
1 1 — p)N+?
:_N_‘_,_l_%
p p
1 1— d—s+1
:f—i—s—d—l—(L (car N =d — s).
p
Ainsi,
d
1 1 d—s+1
Z(n—d)P(X:n):f—&—s—d—l—( )
s b b

(e) Reprenons la formule établie en 2.b et injectons le résultat de 2.d. On obtient :

+o00 d
=Y (n—dP(X=n)-2> (n—d)P(X =n)
—+o0 _
3 B o (1 p)d s+1
,nzs(n—d)P(an) 2< +s—d—1 » >



Par ailleurs,

+o0 too
Z(n—d)P(X:n):Z(k+s—d—1)P(X:k+s—1) (en posant k =n — s+ 1)
n=s k=1

+00
=Y (k+s—d—1)P(X —s+1=k)
k=1

+oo —+oo
=Y FP(X —s+1=k)+(s—d-1)Y P(X—s+1=k)
=1l k=1
1
:5+(s—d—1) (car X —s+ 1~ G(p)).
Ainsi,

1

1 1— d—s+1
Ds=+(s—d—1)—2(+s—d—1—(p))
p p

P
1 2 2

=—4s—-d—1—-—25+2d+2+ =(1—p)?—=t!
P p p

1 2
=~ _—s+d+14+2(1—pdetl
p p

On a donc bien établi

1 2
Dy=-=—s+d+1+=(1-p)r =+t
p p

3. Optimisation.

(a) On a

Dsi1 —Ds=—-1+ %qdﬂﬂ —q)
=2¢%° — 1.
Ainsi,
Ds1 <Dg& Dy — D, <0
=27 -1<0

&gl <

N | =

In2
& (d—s)>——
Inq
2
S s<d+ a2
Ingq
.. L In2 .
Ainsi, Dsy; décroit tant que s < d + o Il s’ensuit que :
ngq
.. . . . L. . In2
D, est minimale quand s est le plus petit entier strictement supérieur & o, = d + oo’
ngq




(b) Sip > 2, on a 0, > d— 1 de sorte que I'on aura un maximum pour s > d. Par ailleurs, D, — D, =

1
2(1 —p)i—=—-1< 22T — 1 est négatif dés que s > d. Ainsi :

[ D, est minimale quand s = d. ]

1
4. Dire qu’il y a en moyenne 1 place sur 10 de libre signifie que p = 10 et donc

e In2
7P = T 0,9)°
Or on a
1 _1 1
276 <0,9<2 7<:>exp(ln2) <0,9<exp(7ln2)
<ﬁ>771n2<1n(0 )<7?ln2
1 In(0,9) 1
6~ 2 7
& —6 > In(2) >
In(0,9)
(2)
& —6 > =
In(0,9)
donc

d—T7<o0, <d—6.

[ Il faut donc commencer & chercher a six places de l'arrivée. ]

5. Simulation informatique.

(a) Il s’agit de mettre k = s car si le test while est échoué, cela signifie que c’est la place occupée avant
I’exécution du bloc correspondant qui sera retenue.

(b) Le programme complet est donc :

p = input(’Probabilité de place libre 7 ?)
x = rand()

k=s
while(x>p)
x = rand()
k = k+1
end

disp(k, ’Place trouvée: ’)
disp(abs(k-d),’Distance: ’)

. . . . . 1
Remarque : Une simulation pour comparer chacune des stratégie sur des échantillons de taille 5000 avec p = —
a amené au graphique suivant, ol les abscisses correspondent & d — s, c’est-a-dire 14 ott on commence & chercher la
place par rapport & ’arrivée, et les ordonnées correspondent & Dy, la distance moyenne a cette arrivée. On y observe
que la distance est effectivement minimale quand on prend la sixiéme place avant 1’arrivée.



Pour l'obtenir, on a exécuté optimal(10,1/10,5000) avec le script suivant (la valeur 10 étant arbitraire, elle

correspond & 13 ou I'on a

-7

7

1

-0 -8 -8 6 5 4 3 .2 10 2 3 4 5 @6 8 9 10

=d

situé l’arrivée) :

function r = distance(s,d,p)

b d r
k =s
while
X
k
end

r
endfunction

function r
X Zeros
for i=1:N

X(i)
end

mean (
endfunction

r

and ()

(x>p)
rand ()
k+1

abs (k-d)

strategie(s,d,p,N)
(1,N)

= distance(s,d,p)

X)

function optimal(d,p,N)

2%
Zeros

nmax
X
for

i=1:
X(i)
end

clf()

X

X x-d-1
bar (x,X)

xlabel(’s
ylabel(’D

endfunction

d+1

(1,nmax)

nmax
strategie(i-1,d,p,N)

1:nmax

-d?)
_s?)
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Probléme 3 : vendre par petites annonces

Présentation : On met en vente un objet dans les petites annonces d’un journal. On regoit chaque jour une nouvelle
offre (et une seule), que 'on peut accepter ou refuser. Cette décision est définitive : en cas de refus, on ne pourra plus
accepter cette offre dans les jours qui suivent ; en cas d’acceptation, on gagne le montant de l'offre et la parution s’arréte.
Le nombre d’offres est a priori illimité, mais le journal facture un cott ¢ > 0 pour chaque jour de parution. Quand doit-on
accepter 'offre proposée 7

Mise en place : On fait les hypothéses suivantes.

— Pour k € N*, on note X, l'offre du k-iéme jour. Les variables X sont indépendantes et suivent toutes la méme loi
qu’une variable aléatoire X.

— X est a valeurs dans R, et admet une densité notée f. On notera F' la fonction de répartition.
— X admet une espérance notée m.

On appelle N le numéro de 'offre acceptée, c’est une variable aléatoire & valeurs dans N*, et G le gain final que l'on tire
de la vente.
On a ainsi G = Xy — Nec.

Stratégie : On se donne une valeur s € R, et on choisit d’accepter la premiére offre supérieure ou égale & s. On cherche
une valeur de s qui maximise le gain moyen E [G].

1. Expliquer pourquoi on peut supposer que s est tel que F(s) € [0, 1].
Cette condition sera vérifiée dans toute la suite du sujet.
2. Calcul de I'espérance de G.

(a) Justifier que N suit une loi géométrique dont on exprimera le paramétre en fonction de F(s).
Donner I’espérance de N.

(b) Justifier : P (Xny < s5) =0.
(c) Soit x > s.

n—1
i. Justifier : pour tout n € N*, (Xy >2)N (N =n) = (X, > z)N (ﬂ (X < s))
k=1
F(z)-F
ii. En déduire : P (Xy < 7) = w
(d) Déterminer une densité de Xy .

(e) Montrer que Xy admet une espérance.

1 oo
(f) Montrer que G admet une espérance, donnée par E [G] = o ) (/ xf(z) doe — c).

3. Optimisation.
On pose g(s) = E[G].

(a) Montrer que lim g¢g(s) = —oo et interpréter ce résultat.
s—+o00o

(b) Que vaut g(0) ? Interpréter la valeur trouvée.
(¢) Montrer que si ¢ > m, alors g(s) < 0 pour toute valeur de s.
On suppose dans toute la suite que ¢ < m.

f(s)h(s)

m, ou h est une fonction a
— F(s

(d) Montrer que g est dérivable et mettre sa dérivée sous la forme ¢'(s) =
préciser.
Montrer que h est décroissante sur R .
Montrer que h(s) est négatif pour s suffisamment grand.
En déduire que h s’annule au moins une fois sur R .
Soit o un réel positif tel que h(o) = 0.
i. Montrer que g est maximale en o.
ii. Montrer que g(o) = o.

ili. En déduire 'unicité de o.

11



4. Variations en fonction de c.

L’espérance de G dépend en fait de s et de ¢. On la note dorénavant g(s,c). La question précédente prouve qu’a ¢

fixé, g(s, c) est maximale pour une valeur unique que l’on note maintenant o, et qui vérifie g(o., c) = o..
(a) Soit c et ¢’ deux réels positifs tels que ¢ < ¢’.
Veérifier que g(s,c) > g(s,c’) pour tout s.
(b) En déduire o, > o
(¢) La fonction ¢ — o, est ainsi décroissante. Ce résultat était-il prévisible ?
5. Un exemple : la loi uniforme.
On suppose que X suit la loi uniforme sur un intervalle [a, b] avec a et b réels positifs.
(a) Calculer g(s,c).
(b) Montrer qu’a c fixé, E [G] est maximale lorsque s = b — 1/2(b — a)c.
6. Simulation informatique.

L’algorithme ci-dessous propose d’expérimenter la stratégie dans le cas ou X suit la loi uniforme sur [a, b].
Compléter les instructions manquantes.

=0

= input(’Valeur de a:’)
input (’Valeur de b:?)
rand ()

< K oo B
1

while (y < s)
x = rand()

end
disp(y-n*c,’Gain : ?)

Solution :

1. Ona F(s) =P (X <s)€[0,1]. Si F(s) =1,onaalors P (X >s) =P (X >s)=1—F(s) =0, ce qui implique
que ’on n’acceptera aucune offre.

[ On peut donc supposer F(s) € [0, 1]. ]

2. (a) N correspond au rang du premier succés (=offre supérieure au seuil s) dans une répétition indéfinie
d’expériences de Bernoulli indépendantes de paramétre p = P (X > s) = 1 — F(s). Il s’ensuit que N suit
une loi géométrique de parameétre 1 — F'(s).
Ainsi,

1

N~ G(1—F(s)) et E[N]:l—iF(s)'

(b) Xu est le montant de l'offre acceptée. Puisque 'on n’accepte que des offres supérieures ou égales a s, on
aP(Xy >s)=1et donc:

[ P(Xy <s)=0. ]

(c) Soit x > s.

i. Pour tout n € N*, (Xy > x) N (N = n) signifie que l'offre acceptée est 1'offre numéro n et que cette
offre est supérieure & x. En d’autres termes, toutes les offres jusqu’a la (n — 1)-iéme ont été refusées
(elles étaient inférieures au seuil s) et la n-iéme était supérieure a x. Mathématiquement, cela s’écrit

12



ii. On a
PXy<z)=1-P(Xn > 2)

et, d’apres la formule des probabilités totales appliquée au systeme complet d’événements {(N = n)}, cn-»
on a

Ainsi,

1—F(x) F(x)—F(s)
PG =) Si= 1-F(s)  1-F(s)

(d) Sion note Fx, la fonction de répartition de Xy, on a

0 si z<s

Fxn(@) =9 F) - F(s

sinon.

Puisque F est la fonction de répartition de X qui est & densité, elle est continue et C! sauf éventuellement
en un nombre fini de points. Il s’ensuit que c’est aussi le cas pour Fx, et donc Xy admet pour densité
la fonction fx, obtenue en dérivant F'x, en tout point ou elle est dérivable. Ainsi, on peut prendre pour
densité

0 si z<s

sinon.

(e) On a

+oo +oo T
[ i@ o= [ el 20 o

- 1 -
= 1_7}7(8)/8 zf(x) do

13



mais cette derniére intégrale est convergente car X admet une espérance. Ainsi,

1 e
1—F(S)/S zf(x) dx.

Xy admet une espérance et E [Xy] =

(f) On a G = Xy — Nc. Ainsi, G admet une espérance comme combinaison linéaire de variables aléatoires
admettant une espérance. En outre

E[G] = E[Xy — N{

_ E[Xy] - cE[N]
1 e c
8:2‘2 1— F(s) /s of (@) dv = =505

zlfw(-/s+mxf(x) dx—c).

On a donc bien

E[G]zllw(/s+wxf(m) dx—c).

3. Optimisation.
On pose g(s) = E[G].

1
(a) On a éh+rgo F(s) =17 donc slf;o -7 = +o0. Par ailleurs

s:+o00o

/:mxf(x) dmz/:)oxf(x) da:—/sooxf(x) dx:m—/;xf(x) dr ——m—-m=0

donc o
/ J:f(x)dx—cT>—0<O
et donc
1 oo
splgol—F(s) </s zf(x) dx—c)z—oo
(b) On a

g(O)zllF(O)</O+OO3:f(m) dw—c) m—c.

En fait ¢(0) correspond au gain moyen si on accepte n’importe quelle offre positive. En pratique cela signifie
que ’on acceptera la premiére offre, on gagnera en moyenne ’offre moyenne (qui est m) minorée du prix
de publication d’un jour (qui est ¢). On a donc bien :

[ g9(0) =m —c. ]

+o0 +oo
/ xf(x)dx—cg/ zf(z) de —c=m—c<0
s 0

(c) Sic>m,ona

t L >0 et d
et ———— et donc
1—F(s)
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i) = I%F(S) (/:Doxf(x) d:z:—c) <.

(d) g est dérivable comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas et, pour tout

s>0,on a
+oo
s F) +( / 2f(x) de — &) f(s)
7= 1~ F)?
S Foo

= a —fj(F()s))Q (/S zf(x) dmcs+sF(s)>

O

= Ao FERe)
avec

(e) h est dérivable et on a, pour tout s > 0,
h'(s)=—sf(s)— 14+ F(s)+sf(s)=F(s)—1<0

Ainsi,

[ h est strictement décroissante sur R . ]

(f) On a vu en 3.a que g(s) tend vers —oo quand s tend vers +oo. Il s’ensuit que g ne peut pas étre toujours
croissante. Il existe donc s € R tel que ¢’(sp) < 0. Mais

f(s0)
'(s0) = ——~~=h(s
g( 0) (1 —F(SO))2 ( 0)
or __flso) > 0 donc h(sp) < 0. Par décroissance de h (3.e), il vient
(1= F(s0)? ’

[ Vs > s9, h(s)<D0. ]

+oo
(g) On a h(0) = / zf(x) de—c=m—c > 0et h(sg) < 0. La fonction h étant continue, il suit du théoréme

des valeurs intermédiaires qu :

[ il existe o € [0, so] tel que h(o) = 0. ]

(h) Soit ¢ un réel positif tel que h(o) = 0.

i. h étant décroissante, h est positive sur [0, 0] et négative sur [o,0]. Il s’ensuit que ¢’ est positive sur
[0, 0] et négative sur [o,0]. Ainsi :

[ g admet un maximum global en o. ]
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ii. On a
+oo
h(a)zO(:)/ zf(x)de—c—o+0F(o)=0
+oo
@/ xf(z) de —c=0(1 — F(0))
1 oo
<:>1—f7<0')\/0_ :cf(x)d:c—c:a
< g(o) =o.
Alinsi,
g(o) = o.
ili. Si o et 7 sont des réels tels que g(o) = g(7) = 0, il suit alors de 3.h.i que g admet un maximum en
o et en T et, d’aprés les variations observées, que les valeurs de g en o et en 7 coincident. On a donc

g(0) = g(7). Or il suit de 3.h.ii que g(0) = o et g(7) = 7. En combinant ces deux égalités, on obtient
o = 7. Autrement dit,

[ dlo e Ry, g(o) =0. ]

4. Variations en fonction de c.

(a) Supposons ¢ < ¢. Pour tout s € Ry, on a

/

g(s,c) —g(s, ) = %F(s) (/S+Ooxf(x) dx—c—/s+oomf(:v) dm—l—c’)
> 0.

d—c
- “7°¢ >
1—F(s)
Ainsi,
[c<c' . g(s,c>zg<s,c’>.]
(b) On a
oo = glow,cd) < glow,c) < gloe,c) = o
c(3h)9(c )(4_a)g(c )(3_h)g(c )(Sh) c
Ainsi,

[c<c’ = 0,> 0. ]

(c) Ce résultat était prévisible puisqu’il signifie que le gain moyen décroit quand le cout de publication de
I’annonce augmente, ce qui est parfaitement logique.

5. Un exemple : la loi uniforme.
On suppose que X suit la loi uniforme sur un intervalle [a, b] avec a et b réels positifs.

(a) Si s> b, on n’accepte aucune offre et le gain est négatif. On peut donc supposer s < b.

Sis<a,ona F(s)=0 et donc

b
g<s7c)=/ 2 f(x) da:—c:a;b_c
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_ h—
? et donc 1 — F(s) = A ® et ainsi
a

Sis € [a,b],ona F(s) = Z

b+ s b—a
= —c .
2 b—s
On a ainsi,
a+b .
9 —c 81 s<a
Vs <b, g(s,c)=
b+ s b—a sino
—c non.
2 b—s

a+b .
On remarque au passage que g(a,c) = 5 € de sorte que s — g(s,c) est continue en a.

(b) g étant constante sur [0, a[ et continue en a, il suffit de ’étudier sur [a, b] pour déterminer son maximum.
D’aprés la question 3.h, on sait que g sera maximale en s tel que g(s) = s.

Soit s € R. On a

g(s):s@bis—cbiazs
2 b—s
b2 — s —2c(b—a)
2(b—s)

&b — 52— 2c(b—a) =2(b— s)s
& 5% —2bs + (b* — 2¢(b—a)) = 0.

On reconnait un polynéme de degré 2 en s. Son discriminant est
A = 40> — 4(b* — 2¢(b — a)) = 8¢(b — a) > 0.
Il y a donc deux solutions dans R :

s1=b—+/2c(b—a) et sy =b++/2¢(b—a).

g . . . a+b
Puisque s2 > b, ce n’est pas une solution dans [a, b]. Par contre, on a bien s; < b et puisque ¢ < m =

2 o

on a aussi s; > a de sorte que

g atteint son maximum en s = b — 1/2(b — a)c.

6. Simulation informatique.

=0

input (’Valeur de a:’)
= input(’Valeur de b:’)
rand ()

a+(b-a) *rand ()

while (y < s)

x = rand()

y = at+(b-a)*rand()
n = n+l

< X o e B
o
o
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