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Notations de la correction

On identifie R[X] avec I’espace vectoriel des fonctions polynomiales réelles. En particulier, pour tout & € N, on note
Xk x— k.

Partie I : Polynomes orthogonaux d’Hermite

1.

(a)

Soit P,@ € R[X]. La fonction = — P(2)Q(z)e~*" est continue sur R donc intégrable sur tout segment. Par
ailleurs,

donc

x2

PR =, o (%)

1l suit alors des intégrales de Riemann et du théoréme de comparaison pour les intégrales impropres que les
intégrales

—1 N “+o0 R
| ip@a@eldr o [ PEQ@e | do
oo 1

convergent et donc que

+o0 2
/ |P(x)Q(xz)e™" | dx converge.

— 00

L’application (P, Q) — (P, Q) est bilinéaire symétrique par bilinéarité et symétrie du produit dans R et par
linéarité de l'intégrale.
Par ailleurs, pour tout P € R[X], on a

(P, P) = /ﬂo P(z)%e ™ dx

— 00

mais  — P(;U)26*$2 est une fonction positive de sorte que son intégrale sur R est positive. En outre, puisqu’elle
est continue et positive, son intégrale est nulle si et seulement si la fonction est identiquement nulle sur R,
autrement dit, si P est nul.

Ainsi,

[ (—, —) définit un produit scalaire sur R[X]. ]

2. 11 suffit d’appliquer le procédé d’orthonormalisation de Schmidt a la famille (1, X, X2 ...).



3. (a) Pour tout z € R, on pose h: z — e=*". On a alors

H (z) = 2ze” B () + e h(") (z)
=2zH,(z) + Hpt1(x).

Ainsi,

[ Vn e N,Vz € R, H,1(z) = —22H,(z) + H) (z). ]

(b) Pour tout = € R, on a Hyo(z) =1 et, en utilisant la relation établie en 3.a, on a

[ Hy(x) = —2x, Hy(z)=42>—-2 et Hz(z)=—8z>+12x. ]

(c) Montrons, par récurrence sur n € N, que deg H,, = n.
C’est évidemment vrai pour n = 0. Soit alors n € N tel que deg H,, = n. Alors, dans R[X], on a la relation

Hpp1 = —2XH, + H,

mais deg XH, =deg H, + 1 =n+1 et deg H, < deg H,, < n+ 1 de sorte que deg(—2XH,, + H) =n+1, ce
qui prouve ’hérédité. Ainsi,

[ Vn €N, deg(H,)=n. ]

(d) Montrons, par récurrence sur n € N que le coefficient dominant de H,, est (—2)". C’est vrai pour n = 0. Soit
alors n € N tel que le coefficient dominant de H,, est (—2)™. Alors, dans R[X], on a la relation

Hni1 = —2XH, + H,

et, comme observé & la question précédente, deg(H),) < deg(X H,,) de sorte que le coefficient dominant de H,, 11
est celui de —2X H,, qui est donc égal & (—2) x (=2)" = (=2)"*!, d’out I'héréditeé.
Alinsi,

[ Pour tout n € N, le coefficient dominant de H,, est (—2)™. ]

4. Montrons par récurrence sur n € N* que H,, est orthogonal & chacun des X*, avec k € [0,n — 1].
Sin=1,

(Hy,1) = /+00 B (z) de = [e—$2}+m =0.

— 00 — 00

Soit maintenant n € N* tel que la propriété au rang n — 1 est vérifiée. Alors,

o0 5
<Hn,Xk>:/ 2" H, (x)e™ dx

+oo
= / 2*h) (2) da

_ n -
- k/ 2D (1) da

= [xkh("f b (9:)]

— 00

=—k <Hn—17 Xk71>
0 (par hypothése de récurrence).

Alinsi,
Vn € N,H, € R, _1[X]*"

et donc, puisque chaque H,, est de degré n, on a bien

[ (Hp,Hy,) =0si m #n. ]




5. Soit n € N. Sin =0, 0n a Qg € Ry[X] et Hy € Ro[X] mais dim Ry[X] = 1 de sorte que Qg et Hy sont colinéaires.
Si n € N*, alors puisque les familles (Qy)ren et (Hi)ren sont orthogonales, @, € R,[X] N R, _1[X]* et H,, €
R,[X] NR,_{[X]* mais R,[X] N R,_1[X]* est égal & l'orthogonal de R,,_1[X] pour le produit scalaire induit
sur R,,[X], c’est donc un espace de dimension 1. Il s’ensuit que @, et H, sont sur la méme droite, ils sont donc
colinéaires.

On a donc montré que

[ Vk €N, Ri[X]NRy_1[X]* = Vect(Hy). ]

6. Soit n € N*. On a H], € R,_1[X] et, pour tout k <n—1, on a

—+oo
(H], X*) = H (z)zFe " dz
+o0 +oo
= [Hn(x)xkefﬁ] - H,(z)(kz1 - 2:19’“*1)6*””2 dz

=0— (Hp, kX" —2xkth)
=0 (car kX* 1 —2X*! e R,_[X]).
Ainsi,
H € R, 1[X]NR,_o[X]* = Vect(H,_1).

et donc,

[ Jo, €R, H, = anH,_i. ]

En outre, puisque le coefficient dominant de H,, est (—2)™ d’aprés 3.d, il vient que le coefficient dominant de H), est
n(—2)". Le coefficient dominant de H,,_; étant égal & (—2)"~!, il vient

n(—2)" = an(—2)" 1.

Autrement dit,

oy = —2n.

7. Sine N* on a
H) = —2nH,

donc
H!! = -2nH]_,
=—2n(H, +2XH, 1)
= —2nH, +2X(—2nH,_1)
= —2nH, +2XH),,
et donc

H!' — 2X H!, + 2nH,, = 0.

et H, est bien solution de I’équation différentielle (E,,).
Pour n =0, on a Hy =1 donc Hf — 2X H|, 4+ 2nHy = 0 de sorte que (F,) est 1a aussi vérifiée.
8. Soit n € N*. D’aprés 3.a et 6, on a
H' = Hpy1 +2XH, et H, =—2nH,

donc
Hn+1 + QXHn = —QHHn_l

et donc



[ Hpq + 2XH, + 2nH,_ = 0. ]

9. Montrons par récurrence forte sur n € N que H,, est de la parité de n.
La propriété est clairement vérifiée pour n = 0 et 1 d’apreés les expressions trouvées en 3.b.
Soit n € N. D’aprés 8, pour tout z € R, on a

Hy,1(x) = —22H,(x) — 2nH,_1(x)

et donc
H,1(—2x) =2zH,(—x) — 2nH,_1(—x).

Sin + 1 est pair, n est impair et n — 1 est pair de sorte que, par hypothése de récurrence,
Hyi1(—2) = —2xH,(x) — 2nH,_1(z) = Hpq1(x).

Si n est impair, n est pair et n — 1 est impair de sorte que, par hypothése de récurrence,
Hyq(—2) =22Hy(2) + 2nHy—1(2) = —Hpqq ().

Dans tous les cas, la propriété est héréditaire et donc :

[ Pour tout entier naturel n, H, est de la parité de n. ]

10. Soient 1, ...,z les racines distinctes de multiplicité impaire de H,,. Si p = n, alors H,, admet n racines distinctes.
P

Supposons maintenant p < n — 1 et posons L = H(X —1z;) € R,,—1[X]. On a alors
i=1

(H,,L) =0
mais, par définition,
+oo
(H,, L) = H,(z)L(z)e ™ da

et, par construction de L, H, L est un produit monémes & une puissance paire et de facteurs irréductibles de degré
—+o0

2. 1l s’ensuit que H,L est de signe constant sur R et donc que Hn(yc)L(ar:)e_“62 dz ne peut s’annuler que si
—00

H, L est nulle, une contradiction. Il s’ensuit que

[ H,, admet n racines distinctes. ]

Partie II : Quelques résultats sur la fonction I

11. Pour tout = > 0, une IPP (justifiée par la convergence des expressions considérées aux bornes) donne
—+oo
Mz+1) = / tYe~t dt
0

0

+oo
= a:/ t*let dt
0

= 2T (z).

x —t]too oo r—1_—t
= [—t e ] + ot et dt
0

Alinsi,

[ VeeR:, T(zx+1)=zl(x). ]




12. Soit h > 0. D’aprés la relation fonctionnelle, on a

I'(14 h) = hl'(h)

et donc

13. Pour tout & > 0, on a la relation I'(z + 1) = 2I'(z). En dérivant, on obtient donc

Mz +1)=T(z) + 2" (x)

et donc 1
(2) = = (M(w + 1)~ T(2)).

x

La fonction I" étant continue sur R, on a I'(z + 1) ~ I(1) et donc, avec I’équivalent trouvé a la question
z—0
précédente :
) 1/, 1 1
Ma) ~ — (') —-=) ~ —— —— —00.
z—0t T T ) z—0+t T° z—0t

Ainsi,

lim I = —00.
e () = —eo

Pour la limite en +00, on commence par observer que, pour tout z > 0,
“+oo
IM(x) = / (Int)"t*~te= dt > 0.
0

Ainsi, T est strictement croissante.
En outre, I'(2) = I'(1) donc d’aprés le théoréme de Rolle, il existe z¢ €]1,2] tel que I"(xg) = 0. Alors, pour tout
x > xg, I'(x) > 0. En particulier, I est positive sur [2,4o00[. Ainsi, pour tout n > 2, I''(n) > 0 et donc

I(n+1)=T(n) +nl'(n) >T(n)=(n—1) —— +o0.

n—-+oo

Il s’ensuit que

x:+oo

[ lim I(z) = +o0. ]

14. Soit x € Dr. Puisque x n’est pas entier, on a

lz] <z <|xz]+1

donc

O<z—|z] <1
Pour alléger les notations, on note k = — || > 0. Pour que la relation fonctionnelle soit satisfaite, il faut et il suffit
de poser

I(xz+k)

I'(z) = z+k—1)=z+k—2)(z+ 1)z




15.

(a) Soit n € N. Si x — —n™, on pose = —n + h, avec h — 0%. On a alors |x] = —n et  +n = h. Alors, en

reprenant l’expression précédente, on a,

_ I'(h)
Ple) = (x+n—-1)---(z+ 1z
_ L'(h)
(h=1)(h—2)---(h—n)
1
ot h(h—1)-- (h —n)
e
rot nlh
Ainsi,
¥h>0, T(-n+h) ~ (;}zn
Siz — n~, on écrit x = —n — h avec h > 0 de sorte que |z] = —n — 1. Alors
B I'(1—h)
Tlw) = (x4+n) - (z+ 1z
B I'(1—h)
(R 1) (~h—n)
r'()
ot (—1)" h(h+ 1) (h+n)
(-1
ot h(h+1)--(h+n)
(-1
not  nlh
Ainsi,
Vh>0, D(-n—h) ~ %

(b) On a déja observé que

vz eRY, TM(z)>0

de sorte que

[ I' est strictement convexe sur R . ]

Ainsi, I admet un minimum strict si et seulement si elle admet un point critique et ce minimum est alors atteint
en ce point critique.
Par ailleurs, on a déja observé a la question 13 que I'V s’annule en xy €]1,2[. Ainsi,

[ I' admet un minimum strict en o €]1, 2[. ]

On obtient ainsi le tableau de variations suivant :

iy 0 Zo 3

I(x) — 0 +

+00 2
r \F( )/




16.

¢) On commence par observer que le prolongement de I' est C*>° sur chacun des intervalles de Dr. Regardons les
& &

limites au bornes de ces intervalles. Soit donc n € N. D’aprés I’étude menée en 14.b, on a

lim I'(z) = lim

(-n™ { +00 si n est pair,

@:i—nt h:0+ nlh —o0 si m est impair
“ (—1)ntt +o0o0 si 7 est impair
mllrf}f (@) = ;%Ii Tk { —0co si m est pair. 7
On a donc des asymptotes verticales en tout point z = —n, avec n € N. L’énoncé nous demandant de tracer

I’allure de la courbe sans dresser le tableau de variations, nous pouvons donc tracer le graphique suivant.

FIGURE 1 — Graphe de la fonction T sur | — 3, 3[ (obtenu avec Scilab).

(a) Soient z,y > 0. La fonction f : ¢+ t*~1(1 —¢)¥~! est continue et positive sur ]0, 1[. En outre,

1

x—1 __
f(t) t:0 t - tl—z
et la fonction ¢ — —— est intégrable au voisinage de 0 d’apres le critére de Riemann. Ainsi, il suit du théoreme
de comparaison que f est intégrable au voisinage de 0.
De méme,
1
H~ (A=t e ——
£0) 5 =0 = e
1
mais t — ———— est intégrable au voisinage de apres le critére de Riemann. Ainsi, il suit du théoréme
is t =0 t intégrabl isi de 1 d’apres le critére de Ri Ainsi, il suit du théoré

de comparaison que f est aussi intégrable au voisinage de 1.
En conclusion,

1
Y(z,y) €]0,+[?, B(z,y) = / t*1(1 —t)V~! dt est bien définie.
0

(b) Soient x,y > 0. On a, d’aprés le théoréme de Fubini,

rar = ([ e w) (| e @)



—+o0 —+oo
:/ / u? Ly le= (W) gy .
0 0

<I>:{ R% x[0,1] — Ry xRy
(z,t) = (2t,2(1 —1))

On considére alors 'application

qui est un C*-difféomorphisme tel que, pour tout (z,y) € R% x [0,1], | det J(®)(z,¢)| = z et donc, en effectuant
le changement de variable (u,v) = ®(z,t) puis en appliquant le théoréme de Fubini, on a

+oo 1
D(z)l(y) = / / ()" (z(1 —t)) Le 2z dt dz
0 0
“+o0 1
:/ / Zry= =l ) leF dt dz
0 0

</O+Oo ZHy—lem? dz) (/01 o1 — )t dt)

=T (x4 y)B(z,y).

Ainsi, on a bien montré que

(¢) Pour tout z > 0, on a
1
B(z,z) :/ "1 —t)" "t dt
0
/1/2 1 ugﬁi1 1—|—u xildu avec u 1 t

= — — — Vi —_ - =
—1/2 \2 2 2
1/2 1 x—1

= / ( — u2> du
,1/2 4

1 /1/2 2y x—1
= — 1—4u du
4.16—1 ~1/2 ( )

9 1/2 it

=5 / (1—4u?) du (par parité)

0

1
= 4?2—1/0 (1- v)zflﬁ dv (avec v = 4u?)
2 1
== (1—0)* ™2 dy
0

1 1

11 ne reste plus qu’a observer que B est symétrique (appliquer le changement de variable w = 1—t) pour obtenir :

1 1

(d) Pour tout > 0, on a

= (d’aprés 16.b)
T, T
22w71

F(x)QB(Tl/Z) (d’apres 16.c)



, 227710 (2 4 1/2)

=T(x) T@)T(1/2) (d’apres 16.b)
— 92a-1 [(z)l(z +1/2)
I'(1/2)

Or, en effectuant le changement de variable u = v/t, on a

+oo
F(1/2):/ t=2e7t dt
0

+oo 5
= 2/ e " du
0

=921
2

— V7.

Ainsi,

[ Ve >0, TI'(2z)=+/m. ]




