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Correction proposée par G. Dupont pour http://maths-concours.fr.

Exercice 3

Partie I : Etude d’une variable aléatoire

On considére 'application f : R — R définie, pour tout ¢t de R, par :
eft

t) = ——m.
f( ) (1 ¥ e_t)g
1. Vérifier que la fonction f est paire.
2. Montrer que f est une densité d’'une variable aléatoire réelle.
Dans toute la suite de I’exercice, on considére une variable aléatoire réelle X a densité, de densité f.

3. Déterminer la fonction de répartition de X.

+o0o
4. (a) Montrer que 'intégrale / tf(t)dt converge.
0

(b) En utilisant 'imparité de la fonction ¢ — tf(¢), montrer que X admet une espérance et que 'on a : E[X] = 0.

Partie II : Etude d’une autre variable aléatoire

On considére 'application ¢ : R — R définie, pour tout  de R, par : p(z) = In(1 + ).
5. Montrer que ¢ est une bijection de R sur un intervalle I a préciser.

6. Exprimer, pour tout y de I, o~ 1(y).

On consideére la variable aléatoire réelle Y définie par : Y = ¢(X).

7. Justifier : P (Y <0) =0.

8. Déterminer la fonction de répartition de Y.

9. Reconnaitre alors la loi de Y et donner, sans calcul, son espérance et sa variance.

Partie III : Etude d’une convergence en loi

On considére une suite de variables aléatoires réelles (X, )nen+, mutuellement indépendantes, de méme densité f, ou
f a été définie dans la partie I.
On pose, pour tout n € N*, T, = max(X1,...,X,) et U, =T, —In(n).
10. (a) Déterminer, pour tout n de N*, la fonction de répartition de T;,.
(b) En déduire :

Vn e N*,Vz € R, P(Un<x):<1+e ) .

n

11. En déduire que la suite de variables aléatoires (U, )nen+ converge en loi vers une variable aléatoire réelle & densité
dont on préciser la fonction de répartition et une densité.
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Solution : D’aprés EMLyon 2016.

Partie 1
1. f est définie sur R et, pour tout t € R,

et e2t

J0) = s = o

(14 et)?

CRESVA

eft

f@).

2. f est continue et positive sur R. En outre elle est paire donc l'intégrale de f sur R converge si et seulement si

son intégrale sur R converge. Mais, pour tout 7' > 0, on a

1

1
1+et

—t

/OTW:/OTM

dt

T

0
1 1

1+e T

/+wﬂnﬁ24ﬂwﬂwal

Ainsi,

— 00

3. Soit x € R. On a

h 5 T —+oc0 5

Fe() = [ s ar

Posons T' < z, on a

T T e—t
- |:1+et:|T
1 1

l+e* 1+e T

1

S .
T—s—-0c0 1+e %

Ainsi,

VreR, Fx(z)=

14e2

4. (a) g:t+>tf(t) est continue sur Ry et, pour ¢ > 0,

)+ o

=t f(t) =

t3e~t

1+ et)2 totoo

+oo
donc g(t) = o () et donc/ tf(t) dt converge.
0

t—+o0 t
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(b) Si on effectue le changement de variable u = —t dans f?oo f(t) dt, on trouve

/ OOC ra=- [ s

et donc
“+o00 0 +oo
/ () dt = / F(t) dt +/ F£(8) dt =0,
—00 —0o0 0
Partie 11
5. ¢ est C* sur R et,
/ o e’

vz e R, ¢'(x)= T >0

donc ¢ est strictement croissante sur R. En outre,

lim p(x)=0 et lim ¢(z) =40

T—r—00 r—+o0

donc ¢ induit une bijection de R sur ]0, +oo.
6. Soit y € R}. On a

ple) =y e n(l+e”) =y
Sl+e’=¢v
Se¥=e¥ -1
<z =1In(e’ —1).
Ainsi, o~ (y) = In(e¥ — 1).
7. ¢ est a valeurs positives donc Y = ¢(X) > 0 et donc P (Y <0) =0.
8. SoityeR.Siy<0,onaFy(y) =PY <y)<P(Y <0)=0.Etsiy>0,ona
Fy(y) =P (Y <y)

(
=P (p(X) <v)
(X <¢'(y)) (car ¢ est une bijection croissante)

0 si <0
Yy € R, FY(CU):{ 1—e Y sinO?IJl

9. On reconnait la fonction de répartition d’une loi £(1). Ainsi, ¥ ~» £(1). Il s’ensuit que

[ E[Y]=1 e V(Y)=1 ]
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Partie 111
10. Soit n € N* et z € R.

(a) On a
Fr (z) =P (max(Xy,...,X,) < z)
21:)()(1S.’1?7 ,Xngl')
=P(X;<z)x---xP (X, <z
= F(x)".
(b) 1l s’ensuit que
Fy, () =P (U, <z

I
/™ ——~ . ——~ T oY
J—
+
3
@H}—‘
|
5
=
~_
s

11. On a observé a la question précédente que

Vo € R,Vn € N¥, FUn(a:):(l—l—e) = exp <—nln(1+e ))

mais, quand n tend vers 400,

et donc

—nln (1 4+ ) =—e"4+0(1) —— —e7"
n

et donc

Ve e R, Fy,(x) e exp(—e~ ).

Posons G : x — exp(—e~*). Alors G est croissante sur R comme composition de deux fonctions décroissantes
(t — e~ ). En outre, un calcul classique de compositions de limites montre que

lim G(z) =0 et lim G(r) =1,

Par ailleurs, G est clairement continue a droite sur R donc il s’agit d’une fonction de répartition d’une variable
aléatoire Z.

Il s’ensuit que
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Puisqu’en outre G est continue et de classe C! sur R (car composée de deux fonctions C*), G est la fonction
de répartition d’une variable aléatoire & densité Z. Une densité f; de Z est obtenue en dérivant la fonction de
répartition G :

fz :x— exp(—(x+e7%)). ]
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