ESSEC - 2012 - VOIE E

(adapté pour Scilab)

Correction proposée par G. Dupont.

Ce probléme comporte trois parties relativement indépendantes.

Dans la premiére partie on étudie les lois log-normales. On s’intéresse dans la partie II & une modélisation du cours d’une
action appelé modéle binomial ou de Cox-Ross-Rubinstein et a son comportement asymptotique. Dans la troisiéme partie,
on établit la formule de Black et Scholes, pour le prix d’une option dans le modéle limite obtenu dans la partie II.

Notations et définitions

— Les variables aléatoires qui interviennent dans ce probléme sont toutes définies sur un méme espace probabilisé
(Q,AP).

— On note & la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

— On note respectivement E [X] et V (X)) espérance et la variance d’une variable aléatoire X, lorsque celles-ci existent.

— Soit m un réel et o un réel strictement positif. On dit qu’'une variable aléatoire X suit la loi log-normale de paramétres
(m,0?) si X est a valeurs strictement positives et si In(X) suit la loi normale de paramétres (m,o?). On écrit alors

X~ LN (m, 0?).

Partie I : Quelques propriétés des lois log-normales

On note dans cette partie m un réel et o un réel strictement positif.
Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi log-normale de paramétres (m, o?).
On pourra dans la suite utiliser la variable aléatoire ¥ = In(X).

1. Soit a,b deux réels, a étant différent de 0. On rappelle que si U est une variable aléatoire qui suit une loi normale
de paramétres (m,0?), alors aU + b suit aussi une loi normale.
Quels en sont les paramétres ?
2. Cas ou m = 0.
On suppose dans cette question 2 que X ~ LN(0,02).
(a) Densité. Exprimer la fonction de répartition F' de X en fonction de ®.
En déduire que X est une variable aléatoire & densité et que la fonction définie par

0 si <0

Jxzre (n(@)?\
xamexp(— 552 ) si x>0

est une densité de probabilité de X.
(b) Espérance.
i. Etablir I'existence de E [X] et 1’égalité

o | o (1)

ii. En utilisant le changement de variable t = g o, en déduire E [X] en fonction de o.
o

(¢) Variance.
i. Soit v un réel non nul. Montrer que X suit une loi log-normale dont on précisera les paramétres.
ii. En déduire que X admet une variance et que V (X) = e (7 —1).
3. On reprend le cas général : X ~ LN (m,c?).
(a) Soit & un réel strictement positif.
Montrer que X suit une loi log-normale de paramétres (m + In(u), o?).
(b) Justifier I'existence de E [X], de V (X), et établir :

E[X] = T etV (X) = e2mto’ (602 - 1) .
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Partie II : Le modéle binomiale de Cox-Ross-Rubinstein

Soit n un entier naturel non nul.
On souhaite modéliser I’évolution du cours d’une action entre les dates 0 et ¢ fixé, strictement positif.

kt
On suppose qu’initialement ce cours est Sy, = 1 et si I'on note Sj, la valeur aléatoire de ce cours & la date —,
n

ke {1,...,n}, on a la relation :

v
Skﬂb = Sk’—l,n X <1 + H + Yk) s
n n

vn

ou :
— p est une constante réel strictement positive liée au rendement moyen de I’action sur une durée égale a ¢ ;
— v est une constante réelle strictement positive appelée volatilité de ’action sur la durée ¢;

— (Yi)ren+ est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi uniforme sur {—1,1} (autrement

dit, P (Ve =1) =P (Vz = —1) = %).

v
On suppose que n est assez grand pour que 1+ K + —>0.
n  \/n
On admet que Sop, ..., Sy, sont des variables aléatoires discrétes.
On note C), la variable aléatoire S, ,, qui modélise le cours de I’action & I'instant ¢.
4. Simulation de la variable aléatoire C,,.
(a) Quelles sont les valeurs que peut prendre I'expression Scilab : 2*grand(1,1,’uin’,0,1)-17
(b) Compléter le script Scilab suivant pour que la fonction ainsi déclarée simule la variable aléatoire C,,.

function S = C(n,mu,v)
S =1
for k =

1:
Y
S

Il
107]
*

end
endfunction

5. (a) Calculer I'espérance et la variance commune aux Y.
(b) i. Montrer I’égalité :
Cn= 1+ =+ —=Yi ).
LI (1+5+ )
k=1
ii. En déduire que :

2

Bl = (1+4)" w0 Ve = ((1+4)+2) - (1+2)".

(c) Déterminer lim E[C,] et montrer que hin V(C,) = e <e”2 — 1).

n:+oo
Déterminer les paramétres de la loi log-normale ayant pour espérance la premiére limite et pour variance la
seconde.

6. (a) Expliciter un couple de réels (a,, b, ) tel que :

i v
ke [1 m(1+%+ v =a,+b,Ys.
€ [1,n], n(+n+\/ﬁk) Gn + 0,Y%

(b) En déduire que In(C,,) = na,, + b, Z Y.
k=1

. 1
(c) Etablir la convergence en loi, quand n tend vers 400, de T(Yl +---+Y,) vers la loi normale centrée réduite.
n
On énoncera précisément le théoréme utilisé.
7. (a) Rappeler le développement limité & lordre 2 de la fonction z — In(1 4+ x) au voisinage de 0.

(b) Déterminer les développements limités a 'ordre 2 au voisinage de 0 des fonction x + In(1 + vz + px?) et
2 In(1 — vz + pa?).
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2
v
(c) Montrer que : lim na, =y — — et lim /nb, = v.
n:+oo 2 n:+oo
En déduire que b, est strictement positif & partir d’un certain rang.
On suppose dans la suite que cette condition est réalisée.

1
8. On note Fj, la fonction de répartition de — (Y, + -+ +Y},) et G,, la fonction de répartition de In(Cy,).

vn
T —p+ é
» .
(a) Soit € un réel strictement positif.

Soit « un réel. On pose y =

i. Etablir 'existence d’un réel 7 strictement positif tel que

‘P(y)—gS<I>(y—n)§<1>(y+n)§¢>(y)+%-

ii. Montrer qu’il existe un entier naturel n; tel que, pour tout n > ny :

T — Nany

< n
A N T

iii. Montrer qu’il existe un entier naturel ny tel que, pour tout n > nsg :

<y+n.

€ €
Fo(y+mn) §<I>(y+?7)+§ et Fo(y—mn) Z<I>(y—n)—§~

T — nay,

iv. Montrer que G,(z) = F, <\/ﬁbn

>, et en déduire que, pour n assez grand, on a :

Gn(x)_(I)(:C_’UI—Fg)

<e

v

(b) En conclure que la suite de variables aléatoires (In(C,)),>1 converge en loi vers une variable aléatoire suivant
une loi normale dont on précisera les paramétres.

2
v
9. Démontrer que (C),),>1 converge en loi vers une variable aléatoire de loi log-normale de paramétres (p — 5 1)2>.

Partie III : La formule de Black et Scholes

Soit ¢ un réel strictement positif.
A la date 0, un investisseur achéte sur le marché une option sur une action dont la date d’échéance est ¢ et le prix d’exercice
K, un réel strictement positif.

— Si a la date ¢, le cours C' de l'action est supérieur ou égal & K, il peut acheter 'action au prix K et la revendre au
prix C';
— dans le cas contraire, son option n’a plus de valeur a la date t.

Le but de cette partie est de donner une valeur raisonnable au prix d’achat de 'option, que ’on note 7.
On fait les hypothéses suivantes :

— On choisit comme unité le cours de I'action a la date 0, c’est-a-dire qu’a cet instant le court de Iaction vaut 1.
— Le cours de I'action & la date ¢ est une variable aléatoire C' qui suit une loi log-normale de paramétres (m,v?).

— On suppose qu'il existe sur le marché un actif non risqué dont le taux de rentabilité entre les dates 0 et ¢ vaut e” — 1,
ou 7 est un réel strictement positif.

— On définit la fonction f sur R par, pour tout z réel, f(x) = max(0, x).

10. (a) Justifier que la valeur de 'option & la date ¢ est f(C' — K).

(b) Si au lieu d’acheter l'option, I'investisseur avait placé a la date 0 son prix d’achat 7 sur l’actif non risqué,
quelle serait la valeur de son placement & la date t 7

(¢) En déduire qu’il convient de poser mx = e "E[f(C — K)] si 'on veut que ces deux stratégies aient la méme
rentabilité moyenne.
Dans les questions suivantes, c’est cette valeur de mx que 'on utilise.
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11. (a) Montrer que f est continue sur R.
(b) Etablir 'existence de E [f(C — K)] et I'égalité

E[f(C - K)] = — /l:(:(ef — K)exp (—W) dx.

vV 2T

12. (a) Montrer I'égalité :
2 2 —In(K — In(K
T = exp (m R v) o (v+mn<>)  Ke—T® (mn()) _
2 v
’U2

—, ce qui signifie que le rendement moyen de I'action et de I’actif non risqué sont

(b) On suppose que m = r — 5

identiques.
Etablir la formule de Black-Scholes :

wK:@<T_ln(K)+;’>—KeT¢<’"_hm—“).

v v 2

13. Dans la pratique, le prix de 'option est fixé par le marché et vaut x, ot = est un réel strictement positif. On pose
0 =r —In(K), de sorte que le prix d’échéance vaut K = exp(r — 0).

On appelle alors volatilité implicite de I’action, tout réel positif v, s’il en existe, tel que :

6 wv _o. [0 v
= —F+ -] —e"P({-—<-].
= (Gea) e (G3)

6 0
On définit alors la fonction ¥ : v — ® ( + ;) —e %0 ( — g) sur |0, +ool.
v v

(a) Montrer que ¥ est de classe C! sur |0, +oo[ et que pour tout v > 0,

1 170 v\°
U(v) = — —— |2+ = .
(@) \/27reXp< 2 (v+2> )
Dresser le tableau de variation de ¥ en y faisant figurer les limites en 0 et en 4o0.
On distinguera les cas § > 0 et 6 < 0.

(b) Déterminer pour quelles valeurs de z il existe une volatilité implicite et prouver alors qu’elle est unique.
En conclure finalement que 1'on peut définir la volatilité implicite si et seulement si :

fl—e<z<l.
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Solution :
Notations :

— Si X est une variable aléatoire & valeurs réelles, on note Fx sa fonction de répartition.
— Si X admet une densité, fx désignera toujours une telle densité.

— On note ¢ la fonction de densité de la loi normale centrée réduite qui est continue sur R.

Partie I

1. Les deux paramétres d’une loi normale sont respectivement son espérance et sa variance. Puisque aU + b suit
une loi normale, il suffit de calculer son espérance et sa variance pour obtenir ses paramétres. Or on a

E[laU+b =aE[U]+b=am+b

et
V (aU +b) = a®*V (U) = (ac)?.

Ainsi,

[ al + b~ N(am + b, (ac)?). ]

2. Soit X ~ LN(0,0?).
(a) X est a valeurs strictement positives donc Fx(z) = 0 si z < 0. Soit alors z > 0, on a

Fx(z)=P(X <x)
(In(X) < In(x)

b (m(X) . ln(;v)>

g g

(m@)) |

I
w

I
=

~ N(0,1). Ainsi,

V>0, Fx(z)=a <ln(”)> .

g

Puisque Fy est constante sur R_, elle y est C'. Et puisque ® est C' sur R, Fx est C' sur R . Il s’ensuit
que Fyx est C! sur R*. Par ailleurs,

lim Fx(z) = lim ¢ (111(37)) = yll_Holo O(y) =0 = lim Fx(z).

z:0t z:0F (oa z:0~

Ainsi, F'x est continue sur R. Il s’agit ainsi de la fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité.
Une densité fx satisfait fx(x) = F%(z) en tout point z € R*. Or, pour z > 0, on a

- (4) 2 (%)

Ainsi, X admet pour densité fx définie par :

VeeR, fx(z)=
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(b) Espérance.
+oo
i. Commencons par étudier la convergence de / |z| fx (z) dz. Puisque fx(z) =0si z <0, ceci nous

— 00

“+oo
raméne & l'intégrale / x fx(x) do ou I'intégrande est continue et positive sur R .
0

On commence par observer que lim zfx () = 0, en effet, en posant v = In(z) ——— —o0, on a
x:0+ T—+00

R — Ll R
=——exp|—= .
P U\/27Te P 202 ) u—-oo

Ainsi, fx est prolongeable par continuité en 0 et donc son intégrale converge absolument sur [0, 1].

22 x ofx(z) = 22— exp(—(ln(x))Q>

On a en outre

oV2m 202

_ 1 (In(z))?
= exp(2lnz) X exp (— 557
2
= L exp (2lnz(ln(x))>
oV2 202
1 In(x)
= exp <ln(x) <2 ~ 52 )) .
Or In(z)
n(x
ln(x) (2 — 20_2 ) m} —0o0
donc
2
et donc

ervior=o(L).

“+o0
Il suit alors du théoréme de comparaison que / xfx(x) dx converge et donc
0

[ X admet une espérance. ]

On a alors

=
>
I

/+OO xfx(x) dx

— 00

[ (1D($))2>
exp| ———=— | dz
oV2m /0 P ( 202
1 “+o0o y2 >
= exp| —==)e¥d
y=In(z) o\/2m /,Oo P ( 202 Y

1 Foo 1 [ y?
—— | = -2 dy.
o 271'[00 exp( 2<U2 y)) Y
On a ainsi établi 1’égalité :

1 e 1 [ y?
E[X] = - 27r/ exp (—2 (312 = 2y>) dy.
— 00
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2
ii. Posons t = 2 — o. On a donc 2 = Z 2y + o2 et alors
o

ol
2
y—2—2y:t2—02.
o
On a ainsi,
E[X}—L - —1(t2— %)) odt
=) exp 3 o o
1 Heo t2 o2
= — —— — | dt
e (5)(3)
400 2
— 02/2L/ ,L dt
e 5 ) exp 5
— e /2% 1.
Ainsi,

[ E[X] =" /2. ]

In(X%) = aln(X) ~ N(0, (ac)?).

(¢) Variance.
i. Soit @ € R*. On a

Ainsi,

[ X~ LN(0, (a0)?). ]

ii. Il suit de la question précédente que X? suit une loi LA(0,40?) et donc, en vertu de 2.b, X2 admet
une espérance et
E [XZ} _ 6(402)/2 _ 6202.

Il suit alors de la formule de Koenig-Huygens que

V(X)=E[X?] - E[X]?

_ 6202 - (602/2)2

Ainsi,

3. On suppose maintenant que X ~ LN (m, o?).
(a) Soit g un réel strictement positif.
On a
In(pX) = In(X) + In(g) ~ N(m + In(u), o?)

et donc

[ pX ~ LN (m +1n(p), o). ]

(b) D’aprés la question précédente,
e X ~ LN(0,0%)

7 G. DupPONT — Lycée Gerville-Réache — Licence CC BY-NC-SA 4.0.




donc e~™X admet une espérance et X = e™(e~™X) aussi. En outre,

E[X]=E [¢"(e " X)]
=e"E [e*mX}

De méme,
V(X)=V("(e X))
— e?'rnv (e—mX)
=e 2(6‘72 -1))

= 2t (7" 1)),

2m (66

En conclusion,

Partie 11

4. Simulation de la variable aléatoire C,,.

(a) grand(1,1,’uin’,0,1) simule une loi uniforme sur {0, 1}, elle prend donc les valeurs 0 et 1 avec les mémes
probabilités. Si on multiplie par deux et que l’on retranche 1, on obtient les valeurs —1 et 1 avec la méme
probabilité.

Autrement dit,

[ 2%grand(1,1,’uin’,0,1) -1 simule une loi U ({—1,1}). ]

(b) Le script Scilab suivant simule la variable aléatoire C,,.

function S = C(n,mu,v)

S=1
for k = 1:n
Y = 2#grand(1,1,’uin’,0,1)-1
S = S*x(1 + mu/n + v/sqrt(n)*Y)
end
endfunction

5. (a) Pour tout k € [1,n], on a

1 1
EV] =P (Y= 1)~P(¥i— D)= 3-1=0
et, en vertu du théoréme de transfert,
2 1 1

Ainsi, il suit de la formule de Koenig-Huygens que

[E[Yk]() et V(Yk):l. ]
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(b) i. On montre, par récurrence sur i € [1,n] que :
i u v
Si,n = kli[l <1 + E + \/ﬁyk) .

Pourt=1,on a

W v W v
n=S0n 1+=—+—=V )| =(1+=+ —=Y;
SL Soﬁ ><< +n+\/ﬁ 1) < +’I’L+\/ﬁ 1)

car Sp, = 1. La propriété est donc vérifiée pour i = 1.
Supposons que ’égalité soit vraie pour ¢ € [1,n — 1] et montrons qu’elle est vraie pour i + 1. On a

v
Sitin = Sin X (1 + £ + Yi+1>

_ lg<1+’;+\;’ﬁm> x (1+Z+\;%Yi+1)

1+1 /,L v
= 1+5+ —y
H( Pl )

ce qui prouve ’hérédité.

Ainsi,
s _T 1
Cp = S = <1 I+ = Yk>
n o +/n
k=1
ii. On a
E[C,]=E 1+ 24 Yy,
Vn
k=1
- pooow o
= H E [1 + =+ Yk] ( par indépendance des Yy)
k=1 novn
I
(5.a) e n
. H n
=\ n) '
Ainsi,

Par ailleurs,

:HE[(1+Z)2+2<1+Z>\}%Yk—kf}f]

k=1
T 1y? v—z car =0e 2 =
kHl[(Hn) *J (car E[Y;] =0 et E[Y2] = 1)
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Ainsi,

(¢) On a, pour n € N*,
BiC,) = (14 1)
] = (1+£)

= exp (nln (1+ %))

= exp(u + o(1))

Ainsi,

Par ailleurs,

2 2\ " 9 2 2
((1—&-”) +U> zexp(nln(l—&—w—klg))
n n n n

= exp(2u + v? + o(1))

2
62u+v

n—-+o0o

et

(1+ %)Qn —exp (201 (1+2))

= exp(21 + o(1))

_— 62“.
n—-+oo

Ainsi,

V(Cyn) n—+oo e2htv® _ g2 — 62”(6“2 —1).

Si on pose

alors pour X ~» LN (m,c?), on a d’aprés 3.b,

E[X]=e™7 /2= ¢t = lim E[C,]

n—-+oo

et

o) = —1) = lim V(C).

n—-+o0o

V(X) = e2mo’ (e”
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6. (a) Posons

Alors,
I v
In{1+=+— Y; =1
n<+n+\/ﬁ> si Yi(w)
Ywe QVEk e 1,n], an+b,Yi(w)=
In <1+'Z\;%> si Yi(w)=-1
Ainsi,
VE € [1,n] tbhYe=ln(1+%+ Ly,
;N An ntE = 111 n \/’ﬁ k|-
(b) On a
In(Cyp) =1 1+ +—=Y
n(Cy) Lr_[( +n+ﬁk)
=N [
Z n(l+n+\/ﬁYk)
k=1
n
— af’n"’bnYk
6.b) Pt
:nan—l—anYk.
k=1
Ainsi,

In(C,) = na, + b, Z Ys.
k=1

(c) Les (Y;)i>1 sont des variables aléatoires indépendantes de méme loi admettant toute une espérance (nulle
d’apreés 5.a) et une variance (égale a 1 toujours d’aprés 5.a). Ainsi, il suit du théoréme de la limite centrée

(TCL) que
ZY; —nx0
i=1 c
N(0,1).

\/ﬁ x 1 n—+o00

Autrement dit,

n—-+oo

1 < C
%;Y — s W, L)

7. (a) Le développement limité a lordre 2 de In(1 + ) en 0 est :

2

In(l+u) =u— % + o(u?).
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(b) En appliquant le développement limité & I'ordre 2 en 0 de In(1 + u) avec u = va + pz? qui tend bien vers
0 quand «x tend vers 0, on a

1
In(1 4 vx + px?) = (ve + pz?) — §(vx + px?)? + o(x?)

1 .
= vz + pz? — 5(02x2 + 2uva® + pPat) + o(x?)

02
=z + (u — 2) 2 + o(z?).

Ainsi,
02
In(1 + vz + pr?) = vz + (,u — 2) 2% + o(z?).
De la méme maniére, en posant u = —vz 4 px?, on a
1
In(1 — vz + px?) = —va + pa’® — 5(—1}:0 + px?)? + o(x?)
1 .
—vx + px? — 5(1)212 — 2uva® 4 pPxt) + o(x?)
02
—vzx + (u — 2) 22 + o(2?).
Ainsi,

2
In(1 — vz + px?) = —vz + (,u — UQ> 2% + o(z?).

(¢c) Sion pose z = ——0,ona
n—-+oo

n I v I v

=—|ln(14+=+—7 In{l+=-—-—
n 2[n<+n+\/ﬁ)+n<+n \/ﬁ)]
[ln(lJrvaruxQ)+1n(17vx+px2]

Si-

o
RO P
b2
(n- 2) ol

'U2

n—+oo " 2

Ainsi,

De la méme maniére,

12 Q. DupoNT — Lycée Gerville-Réache — Licence CC BY-NC-SA 4.0.




= % [ln (l—i—vx—l—uxZ) —In (1 —v;v—l—;mQ)]

1 2 2
Al g o) e

[2vz + o(2?)]

T

=v+o(x)

ceon()
— 0.

n——+o0o

Ainsi,

Vnb, —— .
n—-+oo

Il s’ensuit b v 3 & i Y qui es
que b, ~ et donc, pour n suffisamment grand b,, est du méme signe que qui est

strictement positif.

1
8. On note Fj, la fonction de répartition de T(Yl +.--4Y,) et G, la fonction de répartition de In(C,).
n
2
r—pu+ %
Soit z un réel. On pose y = #
v

(a) Soit € un réel strictement positif.

i. ® est la fonction de répartition d’une variable aléatoire de loi N'(0, 1), elle est ainsi continue sur R. et
donc en y. En particulier, € > 0 étant fixé, il existe n > 0 tel que, pour tout t € R,

t—yl<n = [2(F)—-2(y)| <

DN ™

En particulier, pour t = y — 1, on obtient

|@(y —n) — 2(y)| <

[N e

et pour t = y + 1, on obtient

|®(y + 1) — 2(y)| <

® étant une fonction de répartition, elle est croissante et donc

DO

Py —n) < O(y) < (y+n).

Ainsi,
@@+m*¢@H§§®¢@+mf¢@N§§
& By +n) <(y) + 5
et
@@*M*¢@HS%©®@*®@*WS§

En conclusion,
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ii.

iii.

iv.

On a établi en 7.c que

2

na, — p— — et +/nb, — v.
n—-+oo 2 n—-+oo
Ainsi,
T —na, x—,u+v2/2_
/nb, no+oo v —Y

Puisque 1 > 0, il suit de la définition de la convergence d’une suite qu’il existe n; € N tel que, pour
tout n € N,

> = << +
n-=>mn n o
= il Y = \/ﬁln Sy

1 n
D’aprés 6.c, — E Y; £ N(0,1) et ® est continue sur R done, pour tout t € R, on a
\/’ﬁ = n——+oo

F,(t) m D(t).
En particulier,
Euly =n) ———= @y —n) et Fuly+mn) ———— 2y +n).

n—+oo

Par définition de la convergence de ces deux suites, il existe ny € N tel que, pour tout n € N,

€

Fuly—m) =2y—mn) -3

€
Fn(y+n) §<I>(y+77)+§

Pour tout x € R, on a

Ainsi,

T — nay,
= F _— .
Ve eR, Gp(z) n( by )

Posons ng = max(ni, ng) et soit n € N tel que n > ng. On a, d’aprés 8.a.i,
< TMan
y—nx N yrn

donc, par croissance de F,,

T — Nan,

Fn, - S Fn - =
(y—mn) ( NG

) < Fu(y +1n)
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et donc, d’aprés le calcul précédent,
Foy —n) < Gu(z) < Fu(y +1).

Il suit alors de 8.a.iii que

et donc, d’aprés 8.a.ii,

et donc

Ainsi,

(b) Soit Z ~» N(0,1). Pour tout z € R, on a

q)(x,u+1)2/2) _P<Z§ xu+v2/2>

= FN(l),
2 2
oﬁN:vZ—&—u—% WN(M—UQ,UQ).
Ainsi, on peut réécrire 8.a.iv comme G,,(x) P Fy(x). Autrement dit,
n—-—+0oo

2
9. Soit N ~ N (u — 7)2,@2> et Y =elV. Ona C,(Q) = R’ et, pour tout z € R}, on a

P (C, <z) =P (In(C,) <In(z))
= Gn(In(z))
— Fy(In(x)) (d’aprés 8.b)

n—-+4oo

=P (N <In(x))
=P (In(Y) < In(x))
=P <z

= Fy (I’)

U2

Ainsi, (C,,) converge en loi vers Y et et In(Y) = N ~ N <u — 5 v2> de sorte que Y suit une loi log-normale

2
LN (u - g,v2>. En conclusion,
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Partie III : La formule de Black et Scholes

10. (a) Siala date ¢ le cours C est strictement supérieur & K, la valeur de l'option est de C' — K. Sinon, elle est
nulle. Ainsi, la valeur de 'option est égale & C' — K quand C — K est positif et a 0 sinon. Elle est donc
égale a max(0,C — K) = f(C — K).
(b) Si on place 7 sur lactif non risqué, on a un gain de (" — 1)mk sur la période de sorte que la valeur du
placement a la date ¢t devient mx + (" — 1) = "7k

(c) Avoir la méme rentabilité moyenne signifie que I'espérance de la valeur de option f(C — K) doit étre égale
a la valeur du placement non risqué. Autrement dit, on doit avoir E [f(C' — K)] = e"7k, ou encore

[ 7k = e "E[f(C - K)].

Dans les questions suivantes, c’est cette valeur de mx que 'on utilise.

11. (a) f est nulle sur R_, elle y est donc continue. f est égale a I'identité sur Ry, elle y est donc continue. Enfin,
on a
lim f(z) = lim 0 =0 = lim 2 = lim f(x)

z:0~ z:0~ z:0F z:0t

et f(0) = 0 de sorte que

[ f est continue sur R. ]

(b) C suit une loi log-normale de paramétres (m,v?) dont on note fc une densité. Alors, d’aprés le théoréme
+oo

de transfert, f(C — K) admet une espérance si et seulement si l'intégrale I = / |f(x — K)|fe(z) dx

converge. Or

+oo
- / (@ — K)|fol() de

— 00

+oo
- / @ — K)lfo() do ( car C(©) =R

+oo
~ [ - Kfel@) da

K

“+o0
= [ @ Kgeener ay
y=In(z) In(K)

Mais C' ~ LN (m,v?) donc N = In(C) ~ N(m,v?) et donc, pour tout y € R,
Fo(e") = P(C < ") = P(N < y) = Fy(y)
de sorte que
fn(y) = Fy(y) = e"Fi(e”) = ¥ fe(e).
Ainsi,

“+o0
I= /1 (¥ — K) fn(y) dy

n(K)
Feo 1 1/y—m\>
= e —K)——exp|—= | —— d
/ln(K)( )v\/ 2m P 2 ( v > Y

1
qui converge car l'intégrande est continue sur [In(K), +00[, positive et négligeable devant — en +oo. Alors,
il suit du théoréme de transfert que f(C' — K) admet une espérance et que
+oo

E[f(C - K) = / f(z— K) folz) de

— 00
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toe 1/(y—m 2
= / (e — K) exp ( ( ) dy (voir calcul précédent).
In(K) vV2 v

Ainsi,

(y —m)?
E[f(C - K)] vx/ﬂ ln(K exp( 502 ) dy.

12. (a) Si N ~ N(m,v?), on a

mx = ¢ TB[f(C ~ K)]
+oo

:ef’"/1 (e — K)fn(z) dx

n(K)

+o0 +oo
= e”/l e’ fn(x) do — Kefr/ fn(z) da.

n(K) In(K)

+oo
/1 fx(@) de = P (N > In(K))

n(K)
—1—P (N <In(K))

(Yo )

v v

:1_(1)<1n(K1)]—m>

car, pour tout € R, on a la relation ®(—z) =1 — ®(z).
Par ailleurs,

1 1 /z—m\>
e“fn(x) = explz— - ——
I () o P( 2(v>>
mais
1T fz—m 2_ 202z — 22 + 2mx — m?
T3 v N 202
1
=—53 [2% — 2(m + v?) +m?]
1
=53 [(z — (m+v))* — 2mv® —v*]
1/z—(m+v)\° v?
—‘2<U) +<m+2 .
Ainsi,

Hoeo 2 [T ] 1 /z—(m+v) ?
e " e fy(x) de = e "tmT e / ———exp <>
/In(K) N( ) In(K) vV 2T v

— TSP (N > In(K)),

ot Ny ~~ N(m +v% v).
Or,

P (N; > In(K)) =1—P (N < In(K))
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et donc

En conclusion,

(b) On a
v? v?
m:r——:>1)2+m—1n(K):E—i—r—ln(K)
v 4+m—-In(K) v r—1InK)
==+
v 2 v
et

m—In(K) r—2v?/2—In(K)

r—In(K) v

et donc la formule établie en 12.a devient

WK:@<TM+U>—K€_T¢<7M—U).

v 2

13. On pose 8 = r — In(K), de sorte que le prix d’échéance vaut K = exp(r — ).

On appelle alors volatilité implicite de 'action, tout réel positif v, s’il en existe, tel que :

0 v 0 v
=d(-+-)—eD(=—=).
o=e(5+3) - ((-3)

0 0
On définit alors la fonction ¥ : v — @ < + ;) —e %0 ( — g) sur ]0, +oo.
v

(a) @ est de classe C! sur R comme fonction de répartition d’'une variable aléatoire & densité continue et
0 v
v —+ 5 est C! sur R* de sorte que ¥ est C! sur R* et donc sur Ry
v

En outre, pour tout v > 0, on a

mais
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1 1 2 v2
= — —— 204+ = -0+ —
27reXp< 2( T +4>)
1 L0 v 2
= exp| —= |-+ ~=
Vor P\ Ty T
_ 0 n v
=¥ v 2
de sorte que
0 v
U (v) = ~+ -] >0.
w=¢(2+3)
Ainsi,
[ U est strictement croissante sur R . ]
Sif>0,ona
0 too et v +
-+ = oo et — —— s
2 w0t 2 v—0+
donc 0 )
o(24+2) — 1 et @22 1
v 2/ voot v 2/ voot

de sorte que

v—0Tt
Sif<0,o0na
0 wv
-+ - - et
2 v—0+
donc 0
® ( + U) 0 et
v 2 v—0t

de sorte que

v—0+
Enfin, si 6§ = 0,
0 v 0 et 0 v
Z4 2 et - — —
2 v—0+ v 2 v—0+
donc 0
v v
P-4+ —P0)== et |- —= ®(0) ==
<’U * 2) v—0t ( ) ¢ <’U 2) v—0t ( )
de sorte que
U(v) —— ®(0) — "®(0) =0
v—0t
Ainsi,
. 0 si 6<0
v ={, 0 % 930
Par ailleurs, pour tout @ réel, on a
0 0 v
-+ - ———>+4+00 et - —— -
2 v— 400 v 2 v——+o0
19 Q. DupoNT — Lycée Gerville-Réache — Licence CC BY-NC-SA 4.0.




de sorte que

@<9+”) 51 et @(9—”) 0
v 2) vt 2 /) vo+too
et donc
Uh_il_rolo U(v) =1.
On obtient donc, quand 6 < 0,
v 0 +o00
1
T (v) /
0
et quand 6 > 0,
v 0 +o00
1
() -
1—e*

(b) Pour x donné, il existe une volatilité implicite s’il existe v tel que ¥(v) = z.
Si 0 < 0, ¥ induit une bijection de ]0, +oo[ vers |0, 1] de sorte qu’il existe une volatilité implicite quand
x €]0,1[ et que celle ci est alors unique.
Dans ce cas, on a 1 —e™? < 0 de sorte que f(1 —e~%) =0 et donc

re)0, 1] & fl-ef%<z<l.

Si > 0, ¥ induit une bijection de ]0, +oo[ vers |1 — e~% 1] de sorte qu'il existe une volatilité implicite
quand z €]1 — e~%, 1] et que celle-ci est alors unique.
Dans ce cas,ona 1 —e™? > 0 donc f(1 —e %) =1—e"? et donc

zell—e 1 & fl-e<z<l.

Ainsi, dans tous les cas

[ La volatilité implicite est bien définie si et seulement si f(1 —e™ %) <z < 1. ]
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