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Vrai-Faux

1. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? On justifiera soigneusement les réponses.

(a)

(b)

(o)

()

(e)

Affirmation : «Pour tout nombre premier p et pour tout entier naturel » non nul, I’anneau (Z/p"Z, +, -)
est un corps.

Faux. Par exemple, p = 2 et n = 2, (Z/4Z, +, ) n’est pas un corps car il n’est pas intégre. En effet, 2x2 = 4 = 0
alors que 2 # 0.

Affirmation : «Si p est un nombre premier impair, alors la classe de 2 engendre le groupe multiplicatif
des éléments inversibles de I’anneau (Z/p"Z, +, -)»

Faux. Par exemple, p = 7 et n = 2, alors le groupe multiplicatif de (Z/49Z, +, -) comporte ¢(49) = 7> -7 = 42
éléments mais 2 est d’ordre multiplicatif 21 dans Z/49Z donc il engendre un sous-groupe d’indice 2 dans le
groupe multiplicatif.

Affirmation : «Le groupe multiplicatif de (Z/9Z, +, -) est cyclique.»

Vrai. Le groupe multiplicatif de (Z/9Z, +, ) comporte ¢(9) = 32 — 3 = 6 éléments et 2 est d’ordre 6 dans ce
groupe.

Si a est un entier relatif, alors on note a la classe de a dans Z/57Z.

Etant donnés quatre entiers relatifs a, b, c et d, on note M la matrice de M,(Z) définie par M = ( 21 Z )

b
i)
Affirmation : « Si M € GL,(R), alors M € GL»(Z/5Z).»
Faux. Il suffit de considérer la matrice M = 51, € GL,(R), dont la réduction M modulo 5 est la matrice nulle.

ol

et on note M la matrice de M,(Z/5Z) définie par M= (

Plus généralement, le déterminant étant polyndmial en les entrées de M et la réduction a +— a étant un
morphisme d’anneaux de Z vers Z/5Z, toute matrice M dont le déterminant est un multiple non nul de 5 sera
inversible alors que M ne le sera pas.

Soient K et L deux corps commutatifs.

Affirmation : « Un morphisme d’anneaux i : K — L est toujours injectif.»

Vrai. Puisque p induit un morphisme de groupes additifs, on sait que u est injectif si, et seulement si, ker(u) =
{Ok}. Le noyau d’un morphisme d’anneaux étant un idéal de I’anneau de départ, ker(u) est un idéal de K. Mais
K étant un corps, il ne posseéde que deux idéaux : {Og} et K lui-méme. Or ker(u) # K car u(lg) = 1 # 0y de
sorte que ker(u) = {Ok}.
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Exercice 1

Soit p un nombre premier. On désigne par K le corps Z/pZ.

2. Soit E un K-espace vectoriel et soit X un entier strictement positif. Notons (xi, ..., x;, 1) une famille constituée
de k + 1 vecteurs de E telle que la famille (xi, ..., x;) est libre.
Montrer que la famille de vecteurs (xi, ..., x;,1) est libre si, et seulement si, le vecteur x;,; n’est pas combi-
naison linéaire des vecteurs xg, ..., x;.
k+1

Soit (A1,..., 1) € K telle que Z A;x; = 0g. On a donc :
im1

/lix,-. (1)

k
A1 X1 = —

i=1

Supposons que x| n’est pas combinaison linéaire des vecteurs xp, ..., xz. Si Az # O, on obtient :

k 1
Xir1 = -
k+1 IZZI( /lk+l

) x; € Vect(xy,...,xp),

k

une contradiction. Ainsi, A;; = 0 et donc 1’égalité (1) devient Z A;ix; = Og. La famille (xq, ..., x;) étant libre, il
i=1

vient 4; = --- = A; = 0 et donc, tous les A; sont nuls, pour i € [0, k + 1], ce qui prouve la liberté de (xy, .. ., Xg41).

Réciproquement, si x;,1 est combinaison linéaire de xi, ..., x, alors il existe 4;,. .., 4; des scalaires tels que

k
Xer1 = Z Aix;

i=1
ou encore
k
Z Aixi = 1 X x11 = O,
i=1
ce qui fournit une combinaison linéaire nulle non triviale de xi, ..., X4+, la famille (xq, ..., x;4+1) est donc liée.
3. Soient 7 et k deux entiers strictement positifs vérifiant la relation & < n.
Montrer par récurrence que le nombre de familles libres constituées de k vecteurs de K" vaut (p" — 1)(p" —
n k—1
PP =p)
On fait la preuve par récurrence finie sur k € 1, n].
Initialisation : Pour k = 1, une famille composée d’un vecteur est libre si et seulement si ce vecteur est non nul. K
possédant p éléments, K" possede p” vecteurs dont un seul est nul, on a donc p” — 1 choix.
Hérédité : Soit k € [1,n— 1] tel que la propriété est vérifiée. D’apres la question 2, choisir une famille libre de k + 1
vecteurs (xi, ..., Xx+1) revient a choisir une famille libre (xi, ..., x;) puis un vecteur x;; € K" \ Vect(xy, ..., xg).
Par hypothése de récurrence, on a (p" — 1)(p" — p) - - - (p" — p*~!) choix pour (xi, ..., x;) puis, Vect(xi, ..., x;) étant
un K-espace vectoriel de dimension , il est isomorphe a K” et contient donc p* vecteurs. Ainsi, on a p" — p* choix
pour x;. Par principe multiplicatif, on a donc (p" — 1)(p" = p) - - - (p" = p*"")(p" = p¥) choix au total, ce qui prouve
I’hérédité.
4. Soit 7 un entier strictement positif. Déterminer le cardinal de GL,(K).
Soit M € M,,(K) dont on note Cy, ..., C, les colonnes. On sait que

MeGL,(K) © rg(M)=n & rg(Cy,...,Cp)=n < (Cy,...,C,)estlibre.

Ainsi, choisir une matrice de GL,(K) revient a choisir une famille libre de n vecteurs de K”. D’apres la question 3,
ona(p"— 1" —p)---(p" — p" ") tels choix. Autrement dit :
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n—1

card(GL,(K)) = [ " - p).
=0
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Exercice 2

5. Soit # un entier naturel. On note D, I’ensemble des entiers naturels qui divisent z. On souhaite montrer que

pour tout entier n strictement positif on a I’égalité n = Z o(d).
deD,

On pose f(n) = Z o(d).

deD,

(a) Soit p un nombre premier. Pour tout entier i, calculer ¢(p’). En déduire la valeur de f(p*) pour tout
entier k strictement positif.
Soit i € N*. p étant un nombre premier, les seuls entiers de [1, p'] qui ne sont pas premiers avec p' sont
ceux qui sont divisibles par p. L’application k — pk induisant une bijection de [1, p"~!] vers I’ensemble des
multiples de p dans [1, p'], il y a p"~! nombres nombres premiers avec p’ dans [1, p’] et donc :

[ VieN, o(p')=p -p.

Et, par définition, on a ¢(1) = 1.
Soit k € N*. Puisque p est premier, on a :

Dy = {p' | i € [0, 4]}
donc

k k
FO =) e =1+ Y (' -p =1+ -1 =p
i=0 i=1

On a ainsi :

[ Vke N, f(p" = p~.

(b) Soient m; et m, deux entiers naturels premiers entre eux. Montrer que I’application :

P . Dml X sz i Dmlm2
(di,dr) v didy

est bien définie et bijective.

Drl |,

ot ple celle de my. Puisque

Notons m; = p{* --- p}" la décomposition en facteurs premiers de m, et nmy = p
my et my sont premiers entre eux, les p; sont deux a deux distincts.

Soit (dy, d2) € Dy, X Dy, On peut donce écrire

dl:pfl...p/jr et dz:pfrll...pfv

o, pour tout i € [1, s, B; € [0, ]
Alorsona:
didy = p[fl "'P€J|PT syt = mymy
donc I’application est bien définie, et I’unicité de la décomposition en facteurs premiers implique 1’ injectivité.
Pour la surjectivité, il suffit d’observer qu’un diviseur d de mm; s’écrit d = pf b p@ avec, pour tout i €
[1,s], Bi € [0, ;]. Si on pose d; = p’fl p[f etd, = pfrl‘ pf* alors d = did, = P(dy,d>).
Ainsi,
P: Dml X DM2 — Dmlmz
' (d,dy) +— did,
est bijective.
(¢) Endéduire que lorsque i, et m; sont deux entiers naturels premiers entre eux, on a la relation f(mm,) =

f(my)f(my).
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fomm)= Y ed= Y eldid)

€Dy, my (d1.d2)eD sy XDy

mais, d’apres le théoreme des restes chinois, si d; et d, sont premiers entre eux (ce qui est le cas quand
(d1,d2) € Dy X Dy, ), on a @(didz) = ¢(d)g(d>) donc :

> edidy= ) so(dl)so(dz)=[ > ¢(d1)]( > w(dz)]=f(m1)f(mz)-
(d1,d2)EDp; XDy d1€Dy, di1€Dy, €D,
dZEsz

On a donc bien, pour m; et m; premiers entre eux :

[ fmimy) = f(my) f(my). ]

(d) Montrer que pour tout entier » strictement positif on a I’égalité n = Z w(d).
deD,
On le montre par récurrence sur le nombre r de facteurs premiers distincts de n.
Initialisation : Si n posséde un unique facteur premier, alors n = p* et le résultat a été établi a la question 5.a.
Hérédité : Soit r € N* tel que la propriété soit vraie pour les entiers admettant exactement n facteurs premiers
distincts. Considérons alors un entier de la forme :

— 21 @, (78]
n=p, e p, pHr.l .
N e N —
=m =m,

Alors m; et my sont premiers entre eux et donc, d’apres 5.c, on a
f(n) = f(my)f(my)

mais, par hypothese de récurrence f(m;) = m; et, d’apres S.a, on a f(my) = m, donc
f(n) =mmy = n,

d’ou I’hérédité.

Ainsi, on a démontré :

Vn e N°, Z o(d) = n.
deD,

6. Soit (K, +,-) un corps de cardinal fini égal a ¢ + 1. On a K* = K\ {0} et on souhaite montrer que le groupe
(K*, ) de cardinal c est cyclique.
Pour tout entier d de D., on note N(d) le nombre d’éléments de (K*, -) qui sont d’ordre d.
(a) Déterminer la valeur de Z N(d).
deD,.
Pour tout entier d, on note QQ; I’ensemble des éléments d’ordre d dans (K*, -). Le groupe (K*, -) étant d’ordre
¢, il suit du théoreme de Lagrange que 1’ordre de chaque élément de K* est un diviseur de c. En partitionnant
les éléments de K* par leur ordre, on obtient :
K= |

deD,

En passant au cardinal, on obtient :
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c=ZM@

deD,

(b) Soit d un élément de D..

i. On suppose qu’il existe un élément x d’ordre ¢ dans K* et on note H le sous-groupe de (K*,-)

engendré par x. En introduisant un polynome judicieux, montrer que tout élément d’ordre d de K*
est dans H.
Considérons le polynome P = X¢ — 1 € K[X]. Puisque K est un corps, P admet au plus d racines dans K.
D’autre part, H = (x) est cyclique d’ordre d donc, d’apres le théoreme de Lagrange, tout élément y de H
a un ordre qui divise d. En particulier, y? = 1 et donc H est inclus dans I’ensemble des racines de P. Par
cardinalité, H est égal a ’ensemble des racines de P. Tout élément d’ordre p étant racine de P, il est donc
dans H.

Avec les notations introduites a la question précédente, on a donc :

[ Vx e Qu QpC(x). ]

ii. Montrer que pour tout entier d de D , on a I’égalité N(d) < ¢(d).
Soit x € Q et H = (x). D’apres la question précédente, H étant cyclique d’ordre d, I’application

* -k

{H—»ZM
z -

est un isomorphisme de groupes. Les éléments d’ordre d dans H étant les x* avec k A d = 1, ils corres-
pondent sous ¢ a des éléments inversibles de 1’anneau Z/dZ. L’ensemble Q; des éléments d’ordre d dans
K* étant un sous-ensemble de H, ¢ induit une application injective de Q, vers (Z/dZ)* et donc

N(d) = card(Q) < card (Z/dZ)* = ¢(d).

(¢) Montrer que pour tout entier d de D,, on a I’égalité N(d) = ¢(d). En déduire que (K*, -) est un groupe
cyclique.
D’apres 6.a et S.d,on a :

c=ZM@ac=Z¢@

deD, deD,

Par d’ailleurs, d’apres 6.b, pour tout d € D, on a N(d) < ¢(d). Ainsi, on a :
c= Y N< Y gd)=c
deD. deD,

et donc, pour tout d € D, N(d) = ¢(d).
En particulier, on a N(c) = ¢(c) > 1 donc il existe au moins un élément d’ordre ¢ dans K*. En particulier :

[ (K, ) est cyclique. ]
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Probleme

Dans tout le probleme, p désigne un nombre premier.

I. Valuation et valeur absolue p adiques

I.A. Définition de la valuation

7. Soit n un entier relatif non nul. Montrer qu’il existe un unique entier & tel que p* divise n et p**!

n.
Soit n € N*. On pose :

ne divise pas

Vy(n) = {k eN | Pk divise n}

C’est une partie non vide de R car elle contient 0, et elle est majorée car la suite ( pk)keN tend vers 1’infini quand &
tend vers Iinfini de sorte que p* est supérieur 2 n, et ne peut donc le diviser, & partir d’un certain rang.

Ainsi, V,,(n) admet une borne supérieure. Par ailleurs, V,(n) étant inclus dans N, c’est un sous-ensemble discret de
R et cette borne supérieure est un maximum.

[ L’entier v,(n) = max V,(n) vérifie les conditions requises. ]

L’unique entier k ainsi défini est appelé valuation p-adique de 7 et on le note v,(n).
8. Soient a et b deux entiers relatifs non nuls. Montrer I’égalité v,(ab) = v,(a) + v,(b).
On commence par observer que, pour tout entier n tel que |n| > 2, la décomposition en facteurs premiers de n s’écrit

In| = 1—1 q"",
qeP

ol P désigne I’ensemble des nombres premiers. En outre, cette écriture est encore valide pour |n| = 1.
Alors, pour tout couple (a, b) d’entiers relatifs non nuls, on a :

jabl = [ [
qeP
mais
labl = lal bl = | [ [q"™||[ [4" =] 4.
qeP qeP qeP

Par unicité de la décomposition en facteurs premiers, on peut identifier les exposants de p dans ces deux décompo-
sitions et il vient :

[ vp(ab) = v,(a) + v,(b). ]

9. En déduire que, si a, b, c et d sont des entiers relatifs non nuls qui vérifient la relation g = 2, alors v,(a) —
Vp(b) = vp(c) — vp(d).

On a
g = cgl = ad = bc
= vp(ad) = v,(bc)
= vy(a) + vp(d) = v,(b) + vp(c)
= vy(a) —vp(b) = vy(c) —vp(d).

‘ P . . . . a
Etant donné un nombre rationnel non nul r, si a et b sont deux entiers relatifs non nuls tels que » = B’ alors

Pentier v,(r) = v,(a) — v,(b) est appelé valuation p-adique de r.
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10.

11.

12.

Montrer que si r et s sont deux nombres rationnels non nuls, alors on a I’égalité

vp(rs) = v, (r) +vp(s).

’ ’

a a .
r=—-ets=—aveca,b,a, uls. rs = :
On pose 5 et - avec b,a’, b’ entiers non nuls. Alors on a et donc :

bl

vp(rs) = vp(aa") — v, (bb")
= Vp(a) + Vp(a,) - (Vp(b) + Vp(b,))
=v,(a) —v,(b) + vp(a’) — v, (b")

=v,(r) + v,(s).

On a donc bien :

V(r,5) € (Q")2,  vy(rs) = vp(r) + vp(s).

Montrer que si r et s sont deux nombres rationnels non nuls tels que » # s, alors on a I’inégalité
Vp(r = 8) = min(v,(r), v,(s)).

Si r ou s est nul, le résultat est trivial. On suppose donc que 7 et s sont non nuls.

On observe d’abord que le résultat est vrai pour les entiers. En effet, si m et n sont deux entiers naturels non nuls,
on p*»™ divise n et p*»" divise m de sorte que p™"»"M-»(M) divise m — n et donc vp(m —n) > min(v,(m), v,(n)).

/

Supposons maintenant que r = ?—) ets = %, avec a, b,a’, b’ des entiers non nuls. Alors :
a da ab —-ab
b b bb’
de sorte que
vp(r — 8) = v,(ab’ —a’'b) — v,(bb)
> min(v,(ab’), vy(a’'b)) — (vp(b) + v, (b))
= min(v,(a) + v,(0"),v,(a@) + v, (b)) — (v, (b) + v,(D))
= min(v,(a) = v,(b),v,(a’) = vp(b"))

= min(,(r), vp(s)).

On a donc bien :

[ Y(r,s) € (Q*)z, Vp(r — 8) = min(v,(7), v, (). ]

Par convention, on pose v,(0) = +co. Ceci permet de définir une application v, : Q — Z U {+o0}.

En prenant soin de préciser les inégalités et les regles de calcul dans Z U {+oo}, vérifier que les résultats des
questions 10. et 11. restent valables lorsque r et s sont deux nombres rationnels.
Pour la question 10 :

Si r et s sont nuls, on a rs = 0, ce qui, avec la convention
(+00) + (+00) = +oo,

prolonge le résultat trouvé a la question 10.
Si I’un des deux seulement est, on a rs = 0, ce qui, avec la convention

VmeZ, m+ (+00)=+00,
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prolonge bien le résultat trouvé a la question 10.
Pour la question 11 :

Si r et s sont nuls, on a r — s = 0, ce qui, avec la convention
min(+co, +00) = +00

prolonge le résultat trouvé a la question 11.
Si r est non nul et s nul, on ar — s = r, ce qui, avec la convention

Vm € Z, min(m, +0) = m

prolonge le résultat trouvé a la question 11.
Enfin, si r est nul et s non nul, on a v,(r — 5) = v,(s — r) et on est ramené au cas précédent.

[ vy 1 Q — Z U {+o0} vérifie les relations des questions 10. et 11. ]

LB. Etude de v, (n!)

Soit #» un entier naturel non nul.

13. Etant donné un entier naturel k, on note E; ’ensemble des entiers i € [1, 7] tels que v, (i) > k.
Décrire les éléments de E; puis déterminer le cardinal de E;.
Pour tout k € N, les éléments de E} sont les entiers de [1, n] qui sont divisibles par pk . Ces nombres s’écrivant pkd

n .
avecdtelque 1 <d < —,0n obtient :
4

card(Ey) = {%J
4

14. Pour un entier i fixé dans [1, n], déterminer le nombre d’entiers & tels que i € E;. En déduire la formule :
+00 n
vy(n!) = Z {—kJ .
= LP

Pourtouti e N,ona:
vy(i) = card {k € N*

k < vy())

donc

vp(nl) =v, [n i]

i=1

= Zn: Vp(i)
i=1

n

= ) card {k e N* | k< Vp(i)}
i=1

= card {(i, k) € [[l,nﬂ x N*

= > {ie Ll [k < v,

keN*

= Z card(Ey)

keN*

I3}

keN*

k< vy(i))
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15.

les interversions de sommes étant justifiées par le fait que 1’on manipule des familles de réels positifs.

5

Application : En utilisant la formule de la question 14., déterminer le nombre de zéros a la fin de I’écriture
décimale de 100!.

Le nombre de zéros 2 la fin de 1’écriture décimale d’un entier n est égal a I’entier d maximal tel que 107 divise .
Puisque 10 = 2 x 5, ceci revient a déterminer min(v,(n), vs(n)).

On a donc bien :

vp(n!) = Z

keN*

D’apres ce qui précede, on a :

6
100 100
v2(1001) = Z {FJ :Z{FJ =50+25+12+6+3+1=97

keN* k=1

et )

100 100
vs(1001) = > {S—kJ => {?J =20+4=24
keN* k=1

de sorte que min(v,(100!), vs(100!)) = 24.
En conclusion :

[ Il y a 24 zéros a la fin de I’écriture décimale de 100!. ]

Remarque : On peut vérifier expérimentalement ce résultat avec la fonction suivante :

def nb_zeros(N):

k =1
while N%10**k ==0:
k +=1

return k-1

Alors, on a obtenu dans la console :

In: import math
; In: nb_zeros(math. factorial (100))
Out: 24

16.

Montrer que pour tout entier » strictement positif on a la majoration suivante :

< .
Vp(”)—p_l

D’apres la question 14., on a :

10
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On a donc bien :

0.0.A. I.C. Une caractérisation des puissances de 2.
Soit 7 un entier naturel non nul. Il se décompose de maniére unique en une somme
q .
n= Z u;2'
i=0
ougeN, (u,...,uy) €10, 19! et ug # 0. On définit alors

s(n) = u;.

q

i=0

17. Pour tout entier k strictement positif, montrer que I’on a la relation v,(k + 1) = s(k) — s(k+ 1) + 1.
Dans ce corrigé, nous noterons

k = (ugug—1 -+ uiup) = u;2'.

q
i=0
Si k est pair, alors uy = 0 et donc

k= (ugug_1---u10) et k+1=uguy---ul)
de sorte que s(k) — s(k + 1) = —1. D’autre part, k étant pair, k + 1 est impair et donc v,(k + 1) = 0. On a donc bien

vak + 1) = s(k) — sk + 1) + 1.

Si tous les u; sont égaux a 1 alors

k=(11---11), et k+1=(100---00),

g+1 chiffres q+2 chiffres

donc
stk)y—stk+1)=(g+1)-1=gq.

D’autre part, k + 1 = 27*! de sorte que v,(k + 1) = ¢ + 1 et on a bien
vak+1)=sk)—stk+1)+ 1.

Sinon, on pose
a = min {k € [0, n] |uu = 0}
qui est bien défini, de sorte que
k=g g0 1---1) et k+1=(@y -ugil 0---0)
a—1 chiffres a—1 chiffres

de sorte que
sky—stkk+D)+1=a-1+1=a.

D’autre part, on a bien v,(k + 1) = a et donc, dans tous les cas :
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18.

19.

20.

[ Vk e N*, vytk+1)=sk)—stk+1)+1. ]

En déduire une expression de v,(n!) en fonction de » et de s(n). On a :

n

va(nt) = " va(k)
k=1

n—1

= Z vak+1)  carvy(1) =0
k=1

n—1
= Z (stk) —stk+ 1)+ 1) dapres 17.
k=1
=m-1)+ s(1) —s(n) par télescopage
N——
=1
=n-s(n).

n
Si n est une puissance de 2, montrer que pour tout entier k € [1,n — 1], le coefficient binomial ( k) est pair.

Soitk € [1,n—1].Ona:

v ((Z)) = va(n) = va(k!) = va((n = k)Y

n—sn)—k+sk)—(n—-k)+s(n-k)
s(k) + s(n — k) — s(n).

Mais si n est une puissance de 2, alors s(n) = 1 et, comme s(k) > 1 et s(n — k) > 1, il vient v, ((Z)) > 1, c’est-a-dire
que (Z) est pair.
Montrer que si pour tout entier & € [1,n — 1], le coefficient binomial (Z) est pair, alors n est une puissance de

2.
Si n n’est pas une puissance de 2, alors il existe a € [1, g — 1] tel que u, = 1. On peut alors écrire

n:(uq“'ua+llua—l"'uO)Z
—_—
g—a—1 chiffres a chiffres

avec u, # 0, de sorte que si on pose

k=( 0---0 lua_l---uo)ze[[l,n—lﬂ
g—a—1 chiffres
alors
n—k= (g u100---0) € [1,n—-1].
a chiffres

Or, d’apres la question précédente, on a :
n
V) ((k)) =sk)+s(n—k)—s(n)=0

et donc (Z) est impair.
On a donc établi :

n est une puissance de 2 si, et seulement si, (Z) est pair pour tout k € [[1,n — 1].
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On peut le vérifier expérimentalement sur un triangle de Pascal, ou I’on ne fait afficher que les restes modulo 2 :

el

10 :
11:
12
13:
14 :
15:
16 :
17 :
18 :
19 :
20 :

0NN AW~

—m = b e e e e e e e e e e e e e e e e

OSC—RrOrRPORPO RO OrRPRORFR,O—O—O—

O~ R, OO~ OO0~ )OO~ R OO = M-

O R OO O R OO0 R OO RO OOo -

= R = =T T e I R R R

1

0 1

1 11

0 0 0 1

00 0 11

00 01 01

0001111

0001 O0O0O01

1 0011 0011
0101010101

1 11111 11111

00 0 O0O0OO0OO0OO0OTUO0OO0OO 01
00 0O0OOOOOO0OSO0OTGO0OTI1
000O0O0OO0OO0OOOO0OO0OTIO0I1
00 0O0O0OO0OO0OO0OO0OOSOTITI1T1'1
00 0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OTUOO0OO01

C’est d’ailleurs ’occasion de rappeler que cette réduction modulo 2 du triangle de Pascal fait apparaitre un
triangle de Sierpinski, voir par exemple https://blogdemaths.wordpress.com/2013/07/16/sierpinski-et-pascal-sont-

dans-un-triangle/

L.D. Valeur absolue p-adique

On définit application |-| »: Q— R, par [0], = 0 et, pour tout nombre rationnel x non nul, |x|, =

application est appelée valeur absolue p-adique.

21. Montrer que pour tout couple (x, y) de nombres rationnels on a :

Si x ou y est nul, les relations sont évidentes. On suppose donc que x et y sont non nuls. On a alors :

oy, = I, b,

v = yl, < max(l,, bl,) et b+, <, + D,

Iwu=;a5

B 1
- prrO0)
1 1

d’apres 10.

pvp(X) X pYr )

= Ixl, b,

1
pvp(x—y)
1
< 00

lx—yl, =

d’apres 11.

1 1
pvp(x) ’ pvp(y)

= max(|xl, , [yl,)

= max(

pv,,(x)

. Cette
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et, apres avoir observé la parité de la valeur absolue p-adique, il vient :

Ix+yl, =lx ==y,

max(|x|,,|-yl,) d’apres ce qui précede

IA

= max(|x], , Iylp) par parité
< Il + D, -

On a donc bien :

Y(x,y) € Q% Ixyl, =Ixd, b, x—yl, < max(xd,. ) et [x+yl, <|xl, +Dl,.

22. Soit d, ’application
Q¥ — R,
dp:
(xy) = x=yl,.

Montrer que pour tout triplet (x, y, 7) de nombres rationnels on a I’inégalité suivante

dp(x,2) < max(d,(x,y),d,(y,2)).

Montrer que d,, est une distance sur Q.
Soit (x,y,z) € Q*. Ona:

dp(x,2) = |x — 2|,
=lx=y)+ =yl
< max(lx —yl,,lz=yl,) d’apres2l.
< max(lx-yl,,ly—zl,) par parité
= max(d,(x,y), dp(y, 2)),

ce qui prouve la premiere relation.

Montrons que d,, est une distance sur Q?*:
— d,, est bien définie sur Q2 et a valeurs positives,
— d,, est symétrique par parité de la valeur absolue p-adique,
— Soit (x,y) € Q? tel que x # y. Alors

1

dp(x,y) =|x=yl, = prry) #0

et dy(x, x) = 0], = 0 donc d), vérifie I’axiome de séparation.
— Enfin, pour tout (x,y,z) € Q*, ona:

dyx,2)=lx—2, = =y +y -2, <lx—yl, + Iy 2, = dp(x.3) + dp(r.2)

donc d,, vérifie I'inégalité triangulaire.

En conclusion :

[ d, définit une distance sur Q2. ]

23. Etudier la convergence de la suite (p"),>o dans ’espace métrique (Q,d,). Pour toutn €e N, ona:
n n 1
dp(p",0) = P, = — —— 0
p n—+o00

donc
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[ la suite (p"),en converge vers 0 dans (Q, d)). ]

II. Les entiers p-adiques
ILA. Définition de Z,

On note Z, ’ensemble des suites (a,),-o d’entiers naturels qui vérifient :
— pour tout entier naturel 1, on a a, € [0, p"*' — 1],
— pour tous les couples d’entiers naturels # et m tels que m > n,on a a,, = a, [p"*'].

24. Soit (a,),> une suite d’entiers naturels telle que pour tout n € N, on a a, € [0, p"*! - 1].
Montrer que la suite (a,),>o est dans Z,, si, et seulement si

VneN, ap =a, [p"].

La condition est évidemment nécessaire car il suffit de prendre m = n + 1 dans la seconde condition définissant Z,.
Réciproquement, si (a,),>o vérifie
n+l]

VneN, au=a,lp

alors pour toutn € N, on a :

n+2] n+1 ]

ap+2 = Apy) [P et dap+ = ay [p

donc
n+2 n+1
p |an+2 —dauy1 €t )4 |an+1 —day

mais p"*!|p™*? donc
pn+1|(an+2 —aps) + (ps1 — Ap) = Appa — ay

et donc an.n = a, [p"'].
Par récurrence sur k, on montre ainsi que, pour tout k € N*, on a a,x = a, [p"”], ce qui prouve que (a,)n=0 € Zp.
n+1
25. Soit a = (a,),>o un élément de Z,. Etant donné un entier  fixé, on décompose a,.; en la somme a,; = Z u;p'
i=0
ou les u; sont des entiers compris entre 0 et p — 1.
n

Montrer que a, se décompose en la somme Z u;p'.

i=0
n

En base p, a, se décompose sous la forme a,, = Z v;p' ou les v; sont des entiers compris entre O et p — 1. Puisque
i=0
la suite (a,) est dans Z,, pt! divise a,.1 — a, pour tout entier naturel n mais

n
n+1 i
Qnil — Ap = Uy P + Z(ui -v)p".
i=0
Or

n n n
D wi=vp!| < Y wi=vilp < Y (p-Dp' = p -1
i=0 i=0

i=0

et donc

Il
e

Zn:(ui —v)p'
i=0

Par unicité de la décomposition en base p, on a u; = v; pour tout i € [0, n] et donc on a bien :
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26.

27.

28.

A tout élément (an)n>0 de Z, on associe une unique suite (1;);>o d’éléments de [0, p — 1] telle que pour tout
n
entier n on a ’égalité a, = Z wp'.
i=0
Soit a = (a,),>0 un élément de Z, dont les termes ne sont pas tous nuls. Montrer qu’il existe un unique entier
naturel k vérifiant les relations suivantes :

— vp(a,) = +oosin <k,
— vpla,) =ksin>k.

La suite (a,) n’étant pas identiquement nulle, on peut considérer :
k=min{i e N|q; # 0}.

Alors, pour toutn € N :

— sin <k, alors a, = 0 et donc v,(a,) = +oo,

— sin>k,alorsa, = a; [p*'] donc p**! ne divise pas a,. D’autre part, p**'|a, — a; et donc p¥|a, — a; mais

iyl
ar = ay-1 [p*] donc p* divise a; et, par somme, p* divise a,. On a donc bien v,(a,) = k.
v

Cet entier k est noté 7,(a). Par convention, on pose ¥,(0) = +co ol 0 est la suite de Z, dont tous les termes
sont nuls.
Soit x € Z et a = (a,).>0 1a suite d’entiers telle que, pour tout entier n, le terme a, est le reste de la division
euclidienne de x par p"*'. Montrer que la suite a est un élément de Z,.
Pour tout n € N, on a les divisions euclidiennes :

X = anQn +ap

_on+2
X=pD qn+1 + ap+1

de sorte que a, € [0, p"*! — 1] et

n+l]

et = @y = P i = P = PN (PGui — @) =0 [p

et donc a,,; = a, [p"'].

[ la suite (a,)>o ainsi construite est dans Z,. ]

Cette suite sera notée 6(x) et on notera 6 ’application 6 : Z — Z, ainsi définie.

Dans cette question uniquement, fixons p = 5. Déterminer les éléments 6(7) et 6(—7) de Zs.
Pour 7 : On a la division euclidienne de 7 par 5 :

7=5"x1+2
donc ag = 2. D’autre part, pour tout 7 > 1, on a 5**! > 7 donc la division euclidienne de 7 par 5"*! est :
7=5""'%x0+7

de sorte que

[ o) =(2,7,7,7,--) € Zs. ]

Pour —7 : On a les divisions euclidiennes :

-7=5'%(-2)+3 donc ag =3
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29.

30.

31.

~7=5"x(-1)+18 donc a; = 18
-7=5x(-1)+118 donc a, = 118

et, plus généralement, on observe que :

Vk>1, -7=51x(-1)+ G -7
[

e[0,54+1-1]

de sorte que a; = 5*! — 7. Ainsi :

[ 0-7)=@3,5>-7,5-7,--- ,5=7,---) € Zs. ]

Montrer que 6 est une application injective. Soient x et y entiers tels que 6(x) = 6(y). Alors, pour tout i € Z, x et
y ont le méme reste modulo p*!. Mais alors, x et y ont la méme écriture en base p et donc x = y.

Ainsi :

[ 6 est injective. ]

n

Soit @ = (@,),»0 1a suite définie par «, = Z p' pour tout entier positif 7. Vérifier que la suite o est un élément
i=0

de Z,. Montrer qu’il n’existe pas d’entier relatif x tel que 6(x) = a.

Pour tout n € N, @, est un entier positif et :

G,,ZipiZIESp"H—l
i=0 p-1
D’autre part, @41 = p"+1 + a, de sorte que @41 = @, [p"”]. Ainsi, la suite a est bien dans Z,,.
Supposons qu’il existe x entier tel que #(x) = a. Alors I’écriture en base p de x est (---,1,1,1), de sorte que
X = Z pi = +o00, une absurdité.
ieN

Vérifier que pour tout entier relatif x, on a la relation ¥,(6(x)) = v,(x).
Soit x € Z. On pose 8(x) = (a,)n>0 € Zp.
Notons k = ¥,(6(x)) de sorte que :
vpla,) = +oo si n<k
{ vplay) =k si n>k
— Sin < k,onadonc a, =0 et donc p””|x. En particulier, pour n = k — 1, on obtient pk|x.
— Sin >k, vy(a,) = k donc a, # 0 et donc p"*! ne divise pas k. En particulier, pour n = k, p**! ne divise pas k.

On a donc bien :

[ VxeZ, V,(0(x)=v,(x). ]

Les deux questions précédentes montrent que 6 est une application injective de Z dans Z, et que ’appli-
cation 7, prolonge I’application v, a tous les éléments de Z, via cette injection. Dans la suite du probléme,
Papplication ¥, sera notée v,,.

IL.B. Structure d’anneau

32.

Soient a = (a,)ns0 et b = (b,),>0 deux éléments de Z,. Pour tout entier n, on note c, le reste de la division
euclidienne de a, + b, par p"*'. Montrer que la suite ¢ = (c,),=0 est un élément de Zp.

1 7 Partagé sur http://maths-concours.fr — Licence CC BY-NC-SA 4.0.


http://maths-concours.fr

33.

34.

35.

Pour tout n € N, on a ¢, € [0, p"+1 — 1] car ¢, est un reste de division euclidienne par p”*l. D’autre part, a,+; =
an [P"'], byt = by [p™*'] donc

— n+1
Cpyl = dpy1 + bn+l [P ]

an + b, [p™]

=c, [p"]

donc on a bien :

c €Zp.

On note cette suite a + b ce qui munit Z, d’une loi de composition interne notée +.

Déterminer un élément neutre, que 1’on notera 0, pour la loi +. Etant donné un élément a = (a,,),5( de Zp,
expliciter un élément b = (b,),>0 de Z, tel que a + b = 0.
Montrer que (Z,, +) est un groupe commutatif.

Posons z = (z,)u=0 OU, pour tout n € N, z, = 0. Alors, pour tout n € N, on a z, € [0,p"! — 1] et z,4; = 0 =
0[p™'1=z,[p**'doncze Z,. On note O cette suite de Z,, neutre pour la loi +.

Soit a = (a,).>0. Pour tout n € N, on pose :

b = 0 si a,=0
") ptl-a, si a,#0

alors b, € [0, p"*' — 1] et
n+1] =

buet = —aner [P = —a, [p"1) = b, [p™)

de sorte que b = (b,),20 € Zp eta+b = 0.
On a déja établi que + définit une loi de composition interne sur Z, admettant un élément neutre et pour laquelle tout

élément est symétrisable. Il reste a observer que la loi + est associative et commutative, ce qui suit des propriétés
de I’addition dans Z.

En conclusion :

[ (Zp, +) est un groupe commutatif. ]

Soient a = (a,)ns0 et b = (by),>0 deux éléments de Z,. Pour tout entier n, on note d, le reste de la division
euclidienne de a,b, par p"*'.

On admet que la suite (d,), ainsi définie est dans Z, et elle est notée d = a - b. On admet également que - est
une loi de composition interne qui permet de munir (Z,, +) d’une structure d’anneau commutatif.

Déterminer I’élément neutre de la multiplication dans (Z,, -).

On pose e = (e,)u>0 ol, pour toutn € N, e, = 1.

On a alors, pour tout n € N, ¢, € [0, p’“rl — 1] et e,41 = e, donc e,11 = ey [p"”] de sorte que e € Z,. Enfin, pour
tout a = (An)nz0 € Zp, 0N aa- e = (a,)yxo donc :

[ e =(1,1,---) est neutre pour la multiplication. ]

Montrer que (Z,, +) est un anneau integre.

Note : Ici, il est clair qu’un argument direct m’a échappé vu que je passe par des résultats qui se retrouvent aux
questions 37 a 39. Ca ne crée pas de boucle logique car on les établit dans cette réponse, mais il est clair que le
sujet nous guide vers un autre chemin.

Soit a = (a,)n=0 € Z,. On commence par observer que a € (Z),)" si, et seulement si, ag # 0. Evidemment, si ap =0,
a n’est pas inversible car il n’existe pas d’entier by tel que apby = 1 [p]. Réciproquement, supposons @y = 0. On
construit alors les termes de b = (b,,),>0 par récurrence.

1 8 Partagé sur http://maths-concours.fr — Licence CC BY-NC-SA 4.0.


http://maths-concours.fr

36.

Puisque p est premier et ag est non nul dans [0, p — 1], ag est premier avec p et donc, il existe (u,v) tels que
aou + pv = 1. En prenant b, pour by le reste de la division euclidienne de u par p, on a bien b, € [0, p — 1] tel que
apby = 1 [p].

Supposons maintenant que (b, - -- ,b,—_1) sont construits, avec n un entier naturel non nul. Alors pour tout k €
[0,n— 1], on a awby = 1 [p**'] et, comme a € Z,, on a:

n+1

donc p A a, = 1 etdonc a, A p"*! = 1. Alors, comme ci-dessus, il existe b, € [0, p"*! — 1] tel que a,b, = 1 [p"*!].

On a alors :

ay bn = an—lbn—l [Pn]
N——
=ay-1 [p"]

et a, est premier avec p” donc inversible modulo p" et donc
bn = bn—] [Pn]

de sorte que b € Z,,.

Alors, pour tout a non nul dans Z,, on considere 1’entier m minimal tel que a,, # 0. Alors a,_; = 0 [p™] et donc,
pour tout k > m, a; = 0 [p™].
On pose alors pour tout k > m, en posant k = m + £, on pose

Al
P

Upr =

de sorte que uzy = uy [p”'] et up # 0. Ainsi, u est inversible dans Z,, et on a a = (p™)u.

Considérons alors b € Z, non nul. On peut I’écrire b = 6(p" ' avec m’ entier et «’ non nul. L’ application 6 est
multiplicative (rédaction détaillée a la question 37 ci-apres), on a :

a-b=0p"" ' #0

et donc, apres un long détour (dont nous allons bénéficier ensuite), on a bien montré :

[ (Zp, +, -) est integre. ]

De maniere utile pour la suite, on remarque que quand on a écrit a = 6(p™)u, on a m = v,(a) de sorte que tout
élément non nul s’écrit a = 6(p*»¥)u, avec u inversible et donc de valuation p-adique nulle.

Montrer que si a = (a,),50 et b = (b,),>0 sont deux éléments de Z, non nuls, alors on a les relations
vp(a-b) =v,(a)+v,(b) et vy(a—b)=min(vy(a),vy(d)).
Si a et b sont non nuls, il suit de la derniere partie de la réponse précédente que 1I’on peut écrire
a=0p"Nu et b=06p"Pw

avec u et v inversibles dans Z,,.
Alors a - b = 0(p*"'“P)w, avec w inversible et

a-b= 9(pvp(u))g(pvp(b))v — g(pvp(a)wp(b))uv.

Les valuations de u, v et w étant nulles, on a bien :

[ vp(a-b) =v,(a)+v,(b). ]
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37.

38.

39.

40.

D’autre part,
vp(a — b) = min {k eN | ar—b;y #0 [pk+l]}

mais, pour tout k < min(v,(a), v,(b)), onaa; =0 [p**1] et by = 0 [p**'] donc a; — by = 0 [p**!] de sorte que :

[ vp(a — b) > min(v,(a), v,(b)). ]

Montrer que ’application 6 définie dans la question 27. est un morphisme injectif d’anneaux de Z dans Z,,.
On sait déja que 8 : Z — Z” est injective.
Soit (x,y) € Z2. On pose 6(x) = (a,)ns0 €t 0(y) = (b,),s0. Alors, pour tout n € N, on a les divisions euclidiennes :

x=qup™ +a, et x=gqp" +b,

donc

n+1 n+1

X+y= (qa + ‘]b)P + (an + bn) et Xy = (Qaql?p + qabn + qban)pn+1 + anbn

donc

n+l]

x+y=a,+b,[p et xy=ayb, [p™']

de sorte que
Ox+y)=0(x)+0(y) et 0O(xy)=0(x)00).
Enfin, pour toutn € N,ona:
1=0xp"+1
donc (1) =(1,1,---) =e.
En conclusion :

[ 0 : Z — Z, est un morphisme d’anneaux injectif. ]

A P’aide de ce morphisme injectif, on identifie Z au sous-anneau 6(Z) de Z,,.

Soit a = (a,),>0 un élément de Z,. Montrer que a est inversible dans Z,, si le terme a, est non nul.

Fait a la question 35.

Soit a = (a,),>0 un élément de Z,. Montrer qu’étant donné un entier k, on a v,(a) > k si et seulement s’il existe
une suite b = (b,),> de Z, telle que a = 0(p*) - b.

Fait a la question 35.

Déterminer les idéaux de Z,,.

Soit / un idéal non nul de Z,,. S’il existe a € I tel que ag # 0, alors a € Z}, et donc I = Z,. Supposons donc que / ne
contient aucun élément inversible et posons
k = minv,(a)
ael

qui est donc un entier supérieur ou égal a 1. Pour tout a € [, il suit de la question 39. qu’il existe u inversible tel que
a = 0(p""yu et donc a € (p*) - O(p"* " yu € 6(p*) - Z,,. On a donc I C 6(p")Z,.
Réciproquement, considérons a € I tel que v,(a) = k de sorte que a = 6(p*)u, avec u inversible dans Z,. Alors

PV N
VbEZp, Op“)b=0(p u-u'b el.
=ael €2y
Ainsi, [ = Q(pk) < Zp.

En outre, pour tout k € N*, §(p*) - Z, est un idéal (principal).
En conclusion :

[ les idéaux non triviaux de Z, sont les 6(p) - Zp. ]
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41.

42,

43.

On a ainsi démontré que Z,, est un anneau principal.
Soit E = Z, x (Z, \ {0}) et R la relation d’équivalence définie sur E par :

(a,b)R(c,d) & a-d=b-c.

Le corps des fractions de I’anneau intégre Z, est I’ensemble quotient, noté Q,, des classes d’équivalence

notées (a, b) de couples d’éléments de Z, x (Z,, \ {0}) pour la relation d’équivalence R. Il est muni des lois de
composition internes induites par celles définies sur Z,, c’est un corps commutatif. En associant a un élément
a de Z, la classe de (a, 1) dans Q,, on identifie Z, a un sous-anneau de Q,.

Montrer que ’application

0: - %
’ ; 7 (6(a), 6(b))

est bien définie. Montrer ensuite qu’il s’agit d’un morphisme injectif de corps.
Soient (a, b), (c,d) des éléments de E. On a :

ad = bc

SR
Ul o

=
= 0O(ad) = 0(bc)

= 0(a)d(d) = 6(b)0(c) d’apres 37.
= (8(a),0(b)) R (6(c), 6(d))

=

(6(a), (b)) = (68(c), 6(d)).

6 étant un morphisme d’anneaux Z — Z, d’aprés 37., compatible avec le passage aux fractions d’apres la dis-
cussion précédente, il induit un morphisme d’anneaux entre les corps de fractions correspondants, et donc un mor-
phisme d’anneaux Q — Q,,.

Q étant un corps, ce morphisme est injectif d’apres la question 1.e.

A Paide de ce morphisme, on identifie Q au sous-corps 6(Q) de Q,

Montrer que, pour ((a, b), (c,d)) € E? tels que (a,b) R (c,d),onav,(a)—v,(b) = v,(c)-v,(d). Soit ((a, b), (c,d)) €
EZ. Ona:

(a,b) R (¢,d) = ad = bc
= vp(ad) = v,(bc)
= vp(a) +vp(d) = v,(b) + v,(c) d’apres 36.
= vy(a) —vp(b) = +v,(c) — v, (d).
Cette valeur commune est appelée valuation p-adique de la classe de (a, b) dans Q,. On la note v,((a, b)).
Soit x € Q,. Montrer que x € Z, si et seulement si v,(x) > 0.

Si x € Z,, on a vp(x) > 0 par définition de la valuation p-adique d’un entier.

Réciproquement, soit x € Q,,. On pose x = (6(a), 6(b)). On a alors :
vp(x) = vp(a) — vp(b).

Ainsi, siv,(x) > 0,onav,(a) > v,(b). Posons D’apres la question 39., on peut écrire a = O(p"r' Na’ etb = 6(p"» )b’
avec vp(a’) = vp(b") = 0. Alors

(6(a), 6(b)) = (B(p**“)a’, 60(p*»)b') = @(p*r @~ Mya’, b) = (O(p* " P)a' ('), 1) € Z.

On admet que la valuation p-adique sur Q, vérifie les propriétés de la valuation dans Z démontrées dans la
partie I. Cela permet de définie, comme dans I.D., la valeur absolue p-adique et la distance p-adique notée
dp sur Q).

On se place désormais dans I’espace métrique (Q,, d,). On admettra que les opérations algébriques sur les
limites des suites dans cet espace sont valides.
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I1.C. Topologie dans Q,

44,

45.

46.

Soit a = (a,),>0 un élément de Z,. Comme dans la question 25., on lui associe une suite 1 = (u,),>0 qui est

n
constituée d’entiers compris entre 0 et p — 1, telle que, pour tout entier 7, on a a, = Z up'.
i=0
Montrer que pour tout entier k supérieur ou égal a n + 1 on a I'inégalité v,(a_ai.1) > n + 1. En déduire que la
suite (6(a,)),>o0 converge vers a dans Z,.

Soitn e N. Soitk>n+1.0na

k

k ;.
; ; Zu,-p’ si k>n+1
=0 =0 0 si k=n+1

donc
n+2 si k>n+1

+o0 81 k=n+1.

Vplak — ape1) = {

On a donc bien :

[ Vk>n+1, v,(ax—ap)=n+1. ]

On a
|9(an) iy al = pV,;(g((ln)—a
mais, en passant a la limite dans I’inégalité précédente, on a v,(6(a,) —a) > n + 1 donc

—>O

p"*l n—+co

6(an) —al <

de sorte que

0(a,) — a.
n—+o0o

+00
On écrira alors a = Z wp'.
i=0
Montrer que 6(Z) est dense dans Z,.
+00
Soit a € Z, que I’on écrit a = Z u;p'. On a alors :
i=0
+00 n
a= Z w;p' = lim wp' = lim 6(a,)
n—+0o & N—+00 ~— —
=0 i= €0(Z)
donc
+00
Soit ¢ un élément de Z, que I’on écrit a = Z u;p'. Soit £ un entier. Montrer que v,(a) > ¢ si, et seulement si,
i=0

pour tout i € [0,£— 1],ona u; = 0.
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47.

48.

Par I’absurde, supposons qu’il existe io[0, ¢ — 1] tel que u;, # 0. Puisque 8(Z) est dense dans Z,, pour tout € > 0,
1
avec les notations précédentes, il existe un entier N a partir duquel |a — 6(a,)|, < € mais |0(a,)| = - > = donc,
P p
1

avec € = — —|, on obtient une contradiction.
pf pzo

3
1
Réciproquement, si #; = 0 pour tout i € [0, £ — 1], alors, pour tout N € N, on a [#(ay)|, < —; et donc, par passage a
p
1
la limite, |a|, < —et donc v,(a) > ¢.
p

Soit (a),( une suite de Cauchy de Z,. D’apres la question 44.,on a :

+00

(k) — (k) i

Vk>0, a" = u.’'p
i=0

(k

ou les termes u; ) sont des entiers compris entre 0 et p — 1.

(a) Montrer que pour tout entier positif i, la suite (ufk))kzo est stationnaire.
Soit i € N. Pour tout € > 0, il existe un entier n tel que, pour tout £ > 0, on a |a(”+k) — a(")|p < € et donc

vp(@"® —a™) = ~log,(€). Puisque —log,,(€) — oo, on peut choisir € tel que —log,,(€) > i de sorte que :
Vk>0, [P -u"|=0

et donc (u?k))kzo est stationnaire.
(b) En déduire que la suite (), converge dans Z,,.

n
Pour tout i € N, on pose u; = nEer uf") et, pour tout n € N, on pose a,, = Z u;p' de sorte que
i=0
+00
6(a,) —— a = Z u;p'.
n—+0o s
i

Montrons que a® o Soit € > 0 et £ entier tel que — < e. D’apres la question 47.a., il existe un entier
—+00 p
(k)

ng tel que pour tout i € [0, € — 1] et pour tout k > ng, on a u;’ = u;. Mais alors, pour tout k > ng, ona:
1

& —
ja - a®| = la - 6@, < Fse

Autrement dit a® —— a.

k—+00

En conclusion, on a montré :

[ Z,, est complet. ]

On vient de montrer que Z, est complet et on admet que Q, est complet.

Soit (x¢)i=0 une suite d’éléments de Q,,.
n

Pour n € N, on pose S, = Z Xio

k=0
Montrer que la suite (S ,,),>0 converge dans Q, si et seulement si la suite réelle (|xi|)>0 converge vers 0 (c’est-
a-dire si et seulement si la suite (x;)-0 converge vers 0 dans Q).

Si (S ))n=0 admet une limite S dans Q,,, alors pour tout n € N*, on a :

X =8,-8S,-1— 5§ -85 =0.
n—+0o
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Réciproquement, si |x,|, —— 0 alors pour tout € > 0, il existe ny € N tel que pour n > ng, on |x,| < €, c’est-a-dire
n—+oo

vp(xn) 2 —log,(€). Mais alors, pour tout k > ng, on a

no+k
|S710+k - Snol = Z Xk 2S1 kr>na-)+—(l |xk|p <€
. k>n
k=ng+1 0

p

donc (S ,)xen est une suite de Cauchy dans Q,,, qui est complet, donc elle converge.
Ainsi,

(S wnen converge & [x,, —— 0.

n—+o0o

Par conséquent, dans Q,,, une série est convergente si et seulement si ton terme général tend vers 0.

II1. Termes nuls d’une suite récurrente linéaire

Soient 4 un entier naturel non nul et a = (ay, . .., a,_) € Z% tel que ay # 0.
On s’intéresse 4 ’ensemble R, des suites u = (u,),50 définies par (uy, ..., uqs 1) € Z? vérifiant la relation de récur-
rence :

Yn € N, uprq = aouty + arttpey + -+ + Gg-1Unsa-1.
Pour u € R,, on notera
Z(u) ={neN|u, =0}.

uil
- 7 . . o . un+l
Etant donnés une suite u de R, et un entier positif 7, on pose U, =
Un+a-1
49. Déterminer une matrice A de M;(Z) (indépendante de 1) telle que, pour tout entier positif n, on ait U,, = A"U,,.
En déduire qu’il existe X € M, (Z) tel que, pour tout n € N, u,, = X A"U,.
On considere la matrice :

o 1 o0 - 0
A= .
0 0 1
ao al ... .. ad—l
de sorte que, pour tout n € N,ona:
Uni1 = AU,
et donc
U, = A"U,.
Puisque u, est sur la premiere coordonnées de U, il suffit d’effectuer le produit scalaire avec le premier vecteur de
1
0
la base canonique pour obtenir sa valeur; on pose donc X =| . |eton abien:
0

VneN, u,=X'A"U,. ]

50. Montrer que la matrice A est inversible.
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51.

52.

53.

54.

5S.

‘aut comprendre que la matrice, définie dan , est icl vue comme une matrice de . L’énoncé n’est
1l faut prendre que | t d dans My(Z), est t de My[R). L’

pas trés précis sur ce point mais si on se réfere au préambule et au programme du concours qui se restreint aux
matrices a coefficients dans un corps, il n’y a pas vraiment de doute possible.

La matrice A est la matrice compagnon du polyndme
PX)=X'—a; X' - —a1 X —ap

donc
xa=P

de sorte que
det(A) = x(A) =0 = P(0) = —ap # 0.

A € GL,(R).

On note A la matrice de M,(Z/pZ) obtenue i partir de A en réduisant chacun de ses coefficients modulo p.
Montrer que I’on peut choisir un nombre premier impair p tel que la matrice A soit dans GL;(Z/pZ).

Ainsi, on a bien :

La projection canonique Z — Z/pZ étant un morphisme d’anneaux et le déterminant étant polyndmial en les
coefficients de la matrice, on a
det(A) = det(A) = —ao

mais ap admet un nombre fini de diviseurs premiers alors qu’il existe une infinité de nombres premiers impairs.
Il existe donc p premier impair tel que p ne divise pas ap et alors det(A) # 0 de sorte que A est inversible dans
Mi(Z]pZ).
On fixe désormais un tel p jusqu’a la fin de la partie I11.
En déduire qu’il existe un entier strictement positif « et une matrice B de M (Z) tels que A* = I, + pB.

. —- . L. . —k - .
GL4(Z/pZ) est un groupe fini donc A est d’ordre fini dans ce groupe. Ainsi, il existe k > 1 tel que A = I; mais
—k —
A = Ak. Autrement dit,

[ Jk e N*, AB € My(Z), A*=1I,+ pB. ]

Soit (fj) ;>0 une suite de fonctions de Z dans Z. Montrer que, pour tout entier n et pour tout entier j, la suite

(pj f/(n)

" ) appartient a Z,.

n=0
La, je dois avouer que je ne comprends pas la question : n est fixé mais varie dans la suite, et toutes mes tentatives
de correction menent a des impasses. Cela vient probablement de moi mais quoiqu’il en soit, je passe mon tour

pour la fin de cette partie.

. Ti\n
Montrer que, pour tout entier naturel », la série S (n) = Z p’ JL') converge dans Q,, puis qu’elle converge
- J!
J
dans Z,.
En suspens.

On admet que si S (n) s’annule pour une infinité de valeurs de 7, alors S () est nulle sur tout entier n dans N.

Soient un entier k et une matrice B de M (Z) tels que I’on ait A* = I, + pB. Montrer que, si « est une suite
appartenant a R, et r est un entier compris entre 0 et £ — 1, alors ’ensemble

Z(u) = {n € N | ugyy, = 0}

est soit fini, soit égal a N.
En suspens.
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IV. Exponentielle p-adique et application
IV.A. Définition de I’exponentielle

1
56. Soit x un élément de Q,. Montrer que, si v,(x) > P alors la série Z x_' converge.
pP= o

On a, pour toutn € N :

v (%) = v, (") = vp(n))

> nv,(x) — p%l (d’apres 16.)

2n|vy(x) — ——|—— +o0
— 11 no+e
———
>0
donc
x" 1
= =— ——0
nll, = () o
et donc, d’apres 48.
Z — COIlVCI'gG
n=0
+00
On note alors ¢,(x) = Z — sa somme qui est appelée exponentielle p-adique de x.
n:
n=0

1 1
57. Montrer que, si x et y sont deux éléments de Q, tels que v,(x) > r—] et v,(y) > — alors e,(x + y) est
p - p—
défini et vérifie la relation ¢,(x + y) = e,(x)e, ().

1
On av,(x+y) 2 min(v,(x),v,(y)) > p— donc e, (x + y) existe et, par convergence absolue établie a la question
p-

ep(Wey(y) = x—,]( ]
)

2
Z[ )

précédente, on a :

N—n
n!(N — n)'

]

St
Nf[i
S

=e,(x+Yy).

On a donc bien :

[ ep(x +y) = ep(x)ep(y). ]
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lJl
58. Soit 7 un élément de Q, tel que [f|, < 1. Montrer que la série Z:(—l)’”fl — converge. On note £,(1 + 1) sa
n!

n>1
somme.

On a

Vp ((—1)’”1%) = Vp((= 1)) + v, (1) = vp(n) = nv (1) = vy(n)

mais, pour tout entier n, on a
vp(n) < log,(n)

et [f], < 1 donc v,(¢) > 1 de sorte que nv,(r) > n. Ainsi,
tn
vy ((—1)"”—) >n-—log, (n) —— +oc0
n! 4 n—+oo

et donc )
'(_1)n+1 t_

— 0.
n!l,

n—+oo

11 suit alors de 48 que

tn
E (=1)"*!' — converge.
n!

n>1

IV.B. Inversibles de Z/p"Z.

Cette derniere partie a I’air sympa mais j’ai déja passé trop de temps sur ce sujet. To be continued ?
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