CCINP - PSI 2023 - MATHEMATIQUES

Eléments de correction

Exercice : Fonction de Bessel

Q1. Pour tout x € R, t + cos(xsin(z)) € C°([0, x]) mais C°([0,x]) ¢ L1([0, 7]) car [0, ] est un segment donc f est bien
définie sur R.

Q2. Appliquons le théoreme de dérivation des intégrales & parametres. On pose g : (x, f) — cos(x sin(r)).
— Pour tout ¢ € [0, 7], x — g(x,1) € C*(R);
— Pour tout x € R, pour tout ¢t € [0, 7], on a:

2
a—g(x, t) = —sin(¢) sin(x sin(z)) et a—g(x, f) = — sin?(¢) cos(x sin(?))
Ox 0x?

62g
0x?
— Pour tout x € R, pour tout t € [0, 7], on a:

0 . .
donc t — a—g(x, Hett (x, 1) sont continues sur le segment [0, ] et donc intégrables sur ce segment.
X

d’g
_2 (x’ t)

<1
Ox -

l%(x, t)‘ <1 et

ett — 1 est intégrable sur le segment [0, 7].

Alors, d’apres le théoréme de dérivation des intégrales 4 paramétres, f € C*(R) et

T

¥YxeR, f'(x)=- f " sin(f) sin(xsin(¢)) dz et f’(x) = — f sin®(7) cos(x sin(f)) dt
0 0

Q3. Pour tout x € R, ¢ — h(x, 1) = cos(?) sin(x sin(¢)) € C*(R) donc & admet une dérivée partielle par rapport a z et :

Y(x,1) € R?, %(x, f) = — sin(?) sin(x sin(z)) + x cos>(¢) cos(x sin(7)).

Q4. Pour tout x € R, les intégrales considérées étant convergentes, il suit de Q2 que :
xf(x) + f(x) + xf(x) = f —x sin?(¢) cos(x sin(7)) — sin(?) sin(x sin(¢)) + x cos(x sin¢) dt
0
= f 1- sinz(t))x cos(x sin(?)) — sin(?) sin(x sin(¢)) dt
0

= f " cos?(f)x cos(x sin(7)) — sin(7) sin(x sin(z)) dr
0

= [h(x,0]'Zf  (d’apres Q3)
=0.

QS. C’est parfaitement classique : on injecte, on dérive terme a terme, on fait des changements d’indice et on utilise
I’unité du développement en série entiere de la fonction nulle pour en déduire les relations demandées. Je ne le
rédige pas car c’est du simple calcul.
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Q6.

Q7.

Q8.

Pourtout x e R,ona:

" T 2n
fx) = fO cos(xsin(?)) dr = f Z( 1y (x S(IZH()?)
Mais, pour tout ¢ € [0, 7], on a
ML) D
Cm! |7 2n)!

2n
. |x| o . L. .
et la série E ( 21 converge vers ch(|x|). Ainsi, on a convergence normale et donc uniforme de la série de fonctions

» (xsin(0)™ sin(7))?" : e
e Z( 1)" ————— sur le segment [0, 7r]. On peut donc intervertir série et intégrale et on a :

(2n)!
f0) = Z f GO S CD o f RIS bk
@n)! 2l J L amr
On a donc :
+00
n Wn 2n
VxeR, f(x)= nZ:;(—l) b -
Siy(x) = Z a,x" est solution de (E), alors Q5 assure que a; = 0 et pour a,, = —an—;z pour tout n € N. Si on impose
n

n>0
a y la condition initiale y(0) = &, on a ap = 7 de sorte que les (a,)qey sont entierement déterminés. Il existe donc

une unique solution y de (E) développable en série entiere, telle que y(0) = &

D’autre part, f est solution de (E) d’apres Q4 et développable en série entiere d’apres Q6. Il ne reste plus qu’a
observer que

f(0) = fﬂ cos(Q)dr=m
0

pour conclure.

D’apres QS, si on note f(x) = E a,x" le développement en série entiere de f, on a a; = 0 et pour tout n > 2,
n>0
a, =
Vs
_ — (_ n
Aopvl = 0 et aop —( l) 4"(?1’)2

Mais, par unicité obtenue en Q7 et développement obtenu en Q6, on en déduit :

VneN, (- 1)"(2 T =(-1 )"4,,(”')2

et donc :

n)!
Ay

VneN, W,=

2 Partagé sur http://maths-concours.fr — Licence CC BY-NC-SA 4.0.


http://maths-concours.fr

Probleme 1 : Marches aléatoires sur Z

Partie I - Un développement en série entiere

Q9. Soita € R\N.On a

+00
(I+x*=1 +Z (e - 1)“1;'(a_k+ l)xk
=l :

et le rayon de convergence de cette série entiere est égal a 1.
Q10. Pourtout x €] — 1,1[,ona —x €] — 1, 1[ donc, d’aprés Q9, on a :

L A+ =1+ Z crxk.
k=1

1—x

) s

x?x(1x3x~--x(2k—l))

1 @b
Xk X hgr
1 @k
2 " (k2

1 (2%
T\ k)

Puisque cette expression vaut 1 quand k = 0, on a bien :

7

ol, pour tout k € N*, on a

Ci =

[\

=== ==
—_

1 =1 2k
Vxel-1,1[, \/_zzﬁ(k)ﬁ.

I-x =

Partie II - Probabilité de retour a I’origine

Dans ce corrigé, on pose g = 1 — p.
X+l

Q11. Pour tout 7 € N*, on a X;(Q2) = {—1, 1} donc X'T”(Q) = {0, 1} de sorte que =5— suit une loi de Bernoulli. En outre,

X, +1
P( ’2+ =1)=P(X,=1)=p

donc

X, +1
2

~ B(p).

Les X;, avec t € N* étant indépendantes, il suit du lemme des coalitions que les X’T” le sont aussi. Puisqu’elles
suivent toutes une loi de Bernoulli de méme parametre, la somme de n telles variables suit une loi binomiale.

Ainsi :
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n

X, + 1
Vnen, ) ’2+ ~ B(n, p).

t=1

Q12. Soitn e N*. Onau, =P(S, = 0) mais

n

S, =0)=(anxt =0]=[Z X’gl - '5’]
t=1

t=1

La variable aléatoire S, étant a valeurs dans [0, n] d’apres Q11, cet événement est vide si % n’est pas entier, c’est-
a-dire si n est impair. Et si n est pair, toujours d’apreés Q11,on a :
n

X +1 n n
P(S,=0) = P(Z 12 — E] — (E)pnﬂqn/z.
2

t=1

On a donc bien :

n 2 .

0 sinon.
Q13. D’apres Q12 et la formule de Stirling, on a pour n € N* :
2n
Uy = ( )(pq)"
n
_ (2! n
m\" e\ 1
~ =) Vé4mn (—) 208
”—”"’"( e ) n V2rn
(4pq)l‘l

ot

Mais, pour tout p €]0, 1[, pg = p(1 — p) < % avec égalité si, et seulement si p = % Ainsi, |[4pg| < 1 et donc :

n—+o0o

Puisque uy,+1 = 0 pour tout n € N, on a u, —— 0, c’est-a-dire qu’au bout d’un trés grand nombre de pas, il
n—+oo

devient tres improbable que la marche repasse par O.

On notera aussi la différence de dynamique de convergence vers O entre le cas ou p = % (marche isotrope), ou la

convergence vers 0 est en Ln, etlecasou p # % ou elle est plus que géométrique.

Partie I1I - Nombre de passages par I’origine

Q14. La variable aléatoire 7, modélise le nombre de passages par 1’origine entre les instants ¢ = O et t = 2n.

Q15. Soit jeN.On a:
02) = L5, ~ B(P(S2; = 0))

mais pour tout j € N*, P (S 2j = O) = up;j donc, en posant up = 1 (qui est cohérent avec la formule trouvée en Q12),
ona:

[ 02j ~B(M2j). ]
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On a alors :

E[T,]=E

2,0y

j=0

= i E [02 j] (linéarité de I’espérance)
Jj=0

= > w; (car Oa) ~ Bluy))
=0

n

= (27)(pq)-f (daprés Q11).
=0\

On a donc bien :

n 2 o )
E[T,]1=) ( J.’)(pq)f.

Q16. Sip # %, alors pg < % donc 4pg < 1 de sorte que, d’apres Q10, on a :

: 2j) i L(Zj)4 i1
Z(j (Pq) ZZZj 3 e N

J=0 Jj=0

Ainsi :

lim E[T,] = !

n>+oo N=rr

Q17. Sip = %, on démontre le résultat par récurrence.
Initialisation : Pour n = 0, le résultat est trivial.
Hérédité : Soit n € N tel que la propriété soit vraie au rang n. Alors, d’aprés Q15,on a :

2 1
E[T,]=E[T,] + ( n+ ))(PQ)”“
n+1

_2n+ I(Zn) . (Zn + Z)L

4 \n n+1 )4n+l
_2n+102n)!  @Qn+2)! 1
T4 )2 ((n+ D)2 4

_2n+3 2n+2
GV ESY)
Ainsi, on a bien :
2n+1(2
VneN, E[T,]=22T2(").
22n \ p

En explicitant le coefficient binomial et en appliquant la formule de Stirling, on a donc :

m+1  (@2n)

Bl = == > G

5 Partagé sur http://maths-concours.fr — Licence CC BY-NC-SA 4.0.


http://maths-concours.fr

on (2n\*" e\ 1
~ ) Vs (_) L
n—+co 41 ( e ) o n 2nn

2n
n—+oo ‘/ﬂ'n
2
~ —\n—— +oo.
n—+oo \/77 n—+00

Autrement dit, dans le cas d’une marche isotrope infinie sur Z, la marche repassera une infinité de fois par 1’origine.
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Probleme 2 : Puissances de matrices et limites de suites de matrices

Dans ce corrigé, pour une matrice M € M, (K), on note Sp(M) son spectre et, pour tout A € Sp(M), on note E (M) le
sous-espace propre associé.

Partie I - Diagonalisation et puissances d’une matrice particuliere

Q18. Si(a,b) € R?, M(a, b) est symétrique réelle donc diagonalisable.

Q19. On a
a+(n—-1)b
M(a,b)V = : =(a+@m-1)bV
a+(n—-1)b
donc
[ a+(n—1)beSp(M(a,b)) et Ve E;u-1pMa,b)). ]
Q20. On a
X -1 -1
1 X
ProX) =
-1
-1 -1 X
X-(n-1) -1 - - -1
X-n-1) X -1 --- -1
= X-(n-1) -1 ' :
(€12 Ch) (n ) )
X-(n-1 -1
X-(n-1) -1 -1 X
1 -1 -1
1 X -1 -1
=X-(m-1)| 1 -1
1 -1
1 -1 -1 X
1 0 0
1 X+1 O 0

= -(n- 1 0
(Vix2, c[ec,+c|)(X (n=1) )

.0
1 0 0 X+1
X+1 0 -+ 0
0
=X -(n-1)
.0
0 0 X+1

=(X-(mn-1D)X+1)"

On a donc bien :

PioX)=X-(n-1)X+ 1"
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Q21. Puisque a est non nul, on a

X-b -a - -a Lhop o o
- R - R X-b
P, =| ¢ X | UK =a"P1,0( )
: .. —a e |
—a - —a X-b -1 ... -1 X2

Alors, pour tout 1 € C,on a:

A-b A-b
Pa‘b(ﬁ):O®Pl’Q( P ):O@ p e{-1,n-1} & 2€{b—a,b+ (n—-1)a}.

Ainsi,ona:

[ Sp(M(a, b)) = {b—a,b + (n - Da}. ]

Pour les multiplicités (géométriques), on observe que :

dim E;,_,(M(a, b)) = n—1g(M(a,b) — (b-a)l,) =n—1g| : Cl=n-1

a .. a
et donc, la somme des multiplicités géométriques ne pouvant excéder n, on a :
dim Epyn-1a(M(a, b)) < 1

mais comme b + (n — 1)a est une valeur propre de M(a, b), on a égalité. Ainsi :

[ dimEy_(M(a,b)) =n—1 et dim Epy1)a(M(a, b)) = 1. ]

Q22. Sia =0, M(a,b) = bl, donc X — b annule M(a, b) et, comme X — b divise Qg p, Qa4 €st bien annulateur de M(a, b).
Sia#0,ona

a ... a
M—-(b-al, =
a ... a
et

—(n—1a a a

M=+ n-1Dal, = “ ~(n=Da
a

a a —-(-1a

donc, en effectuant le produit matriciel, chaque coefficient du produit est égal a (n — Da® —(m-1)a*=0etona
bien Q,,(M(a, b)) = 0,,.
Ainsi, on a bien :

[ Q. est annulateur de M(a, b). ]

Q23. D’apres le théoreme de division euclidienne, pour tout k € N*, il existe (By, Ry) € C[X]? tel que X* = Q,,»(X)Br(X)+
Ri(X) avec deg Ry < deg Q,»(X) — 1 = 1. Ainsi, on peut écrire Ry = o X + S, avec (ax,Bx) € C?etona:

X* = Qup(X)Bu(X) + X + B
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En évaluant dans les racines de Q, 5, qui sont distinctes puisque a # 0, on a :

(b—al =ab-a)+p
b+m-Da)f =ad+m-1a) + Br

On résout ce systéme en (@, B¢) et on trouve :

NGRS Da)t — (b — a)f
B ka

& et Bi=(b-a)f-(b-aa.

En évaluant I’identité de la division euclidienne en M(a, b), puisque Q,, annule M(a, b) d’apres Q22,0n a :

[ M(a,b)* = axM(a, b) + Bil,. ]

Q24. Sib+(n—1al < letp—al < 1,alors (b+ (n—1a) k—> 0et (b —a)¥ —— 0 donc
—+00

k—+00

ay — 0 et ﬁk —> 0
k—+0c0 k—+00

de sorte que,

M(a, b)¥ —— 0.

k—+0c0

Partie II - Limite des puissances d’une matrice

Q25. Onau(e;) = A;e; donc, pour tout k € N, on a u*(e;) = /l’fel et donc
e Cen = [[dien]] = 1211 lles| ——— 0

car || < 1.
On a donc bien :

lim u*(ey) = 0.
k—+o00

Q26. Sion note t; ; le coefficient d’indice (i, j) de la matrice T, on a :

i
ueir1) = Air1€ir1 + Z 1 jei
J=1
—_———
=x

donc on a bien
u(eir1) = divreiv1 + X

avec x € Vect(ey,...,e;).
Alors, on par récurrence sur k (a rédiger sur une copie), on obtient la relation :

k—1
k k k—m—1
W) = Aoyt + Y AN (),
m=0
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Q27. D’apres I’hypothése, pour tout k € [1,i], u(e;) tend vers 0 quand k tend vers I'infini donc u*(x) P 0. Alors,
—+00

Q28.

Q29.

pour tout k € N*, on a:

k-1 k-1

k—m—1 k—m—1
g A u" (| < § i1 7 ™ (O]
m=0 m=0

Soit € > 0. 11 existe kg tel que pour tout k > ko, Huk(x)H < eetdonc:

k—
Z A )| <

mais A;;; < 1 donc la seconde somme admet une limite finie quand k tend vers I’infini. En particulier, il existe un
réel M > 0O et un entier k; tel que pour k > k;, cette somme est majorée par M. Alors pour k > max(ko, k), ona:

ko—1

Z Wi " ()l + € Z PINT

Wlko

k-1 ko—1
DA W@ < D Al (ol + Me.
m=0 m=0

D’autre part,
ko—1

k—m—1 k—k
E it < kolAia T —— 0
— k—+00

donc on a bien :

111:1 A=ty (xy =

k
D’autre part, ||4f, ei.1]| = 121 llezerl]| ——— 0 car |41 < 1 donc

lim u*(eis1) =0

k—+o00

Par récurrence si i € [1,n], klim uk(e;) = 0, la propriété ayant été initialisée en Q25 et son hérédité ayant été
—+00

prouvée en Q26. 11 s’ensuit que chaque colonne de T* tend vers 0, ; donc T* tend vers la matrice nulle.
On a bien :

lim 7% =0,.

k—+0c0

A étant a coefficients complexes, elle est trigonalisable. 11 existe donc P € GL,(C) telle que A = PTP~' avec T
triangulaire supérieure. En outre, A et T étant semblables, elles ont le méme spectre. Alors, TX pa—— 0 d’apres
—+00

Q28 mais A = (PTP~ Yk = pT*P! — 0 par continuité du produit matriciel. Ainsi, on a bien :

—+00

lim Af =0,.

k—+0c0

Partie III - Application a la méthode de Gauss-Seidel

Q30.

Pour tout i € [1,n], on a |ai,i| > 0 car A est a diagonale strictement dominante. Puisque M est triangulaire inférieure

avec les a;; sur sa diagonale, on a :
n

det(M) = l_[ ai; # 0.

i=1

Ainsi :
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M € GL,(C).

BX+M7'Y = M7'FX + MT'AX
=M (F+AX
=M'MX
=X

Q31. Ona:

On a donc bien :

[ BX+M 'y =X ]

Q32. Soitd € Sp(B)etV € E;(B). On a
FV = MBV = MAV = AMV

mais
0 -aip -+ -—ain Vi

FV =

—Ap—1n

(O] 0 V.n

et
ayl 0 0 Vi

MV =
0

an’l cen e an,n Vy

donc, en identifiant les coefficients de la i-ieme ligne dans F'V et dans AMV, on obtient :

n i—1
Yie [[1,]’1]], /lai,iViI—[Z a,-,jvj+/lZa,-,jvj].
=1

Jj=i+1

Q33. Puisque V est un vecteur propre, il est non nul et donc il a une composante non nulle de module maximal. Ainsi, il
existe iy € [1,n] tel que |vi0| est non nul et maximal.
En écrivant 1’identité de Q32 pour i = ip, on a:

n ip—1
iy vig| = |- Z aiu,jvj+/lzaio,j"j

J=io+1 J=1

n io—1
S e+ 1S oo |v,-|]
=1

Jj=io+1

n ip—1
< 35 ol 5, |
=

j=i0+1

IA

et en divisant par |vin |, on obtient bien :

n io—1
|/la,-0,i0| < Z |ai0,j| + 14 Z laio,j|)-
=

J=ip+1
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Q34.

Q35.

Par I’absurde, si [4] > 1, on divise 1’inégalité de Q33 par |1] et on obtient une contradiction avec le fait que A est a
diagonale strictement dominante. Ainsi, |4] < 1. Mais alors, il suit de Q29 que :

Bf ——0.
k—+00

Pour tout k € N, on a
Xie1 = BXe + M7'Y

mais, d’apres Q31, on a
X=BX+M'Y

donc, en soustrayant, il vient :
Xiv1 — X = B(X; — X)

d’ou I’on obtient par récurrence immédiate :

Xi — X = B5(Xo - X).

Puisque B* P 0 d’apres Q34, on obtient
—+00

Xk————>X.

k—+00

Ainsi, on a construit une suite approchant la solution du systtme AX = Y a partir d’un vecteur X, quelconque
de M, 1(C), sous réserve que A est a diagonale dominante. C’est la méthode itérative de Gauss-Seidel en calcul
numérique.

4% Fin du sujet ***
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