CCINP - MP 2023 - MATHEMATIQUES 2

Eléments de correction

Exercice 1

Q1.

Q2.

On commence par observer que 1’application (-,-) : E> —s R est bien définie d’aprés ce qui a été admis en
préambule et par linéarité des intégrales convergentes.

Symétrique : Soit (P, Q) € E. Par commutativité du produit dans R, on a :
(Q,P) = fo h Q(X)P(x)e™" dx = fo h P(x)Q(x)e™ dx = (P, Q).
Bilinéaire : La symétrie étant établie, il suffit de montrer la linéarité a gauche. Soit (P, Q,R) € E3et1eR.Ona:
(AP + Q,R) = j:m(/lP + Q)(x)R(x)e™™ dx

=A f P(x)R(x)e " dx + f O(x)R(x)e™" dx (intégrales convergentes)
0 0
=A(P,R)+{(Q,R).

Définie positive : On rappelle que I’intégrale convergente d’une fonction continue positive est positive. En outre,
elle est nulle si, et seulement si, la fonction est identiquement nulle sur I’intervalle d’intégration. Soit alors P € E.
Ona:
+00
(P,P) = f P2(x)e™ dx >0,
0

—————
>0

d’ot la positivité.

En outre, on a égalité si, et seulement si, pour tout x > 0, P2(x)e™* = 0, c’est-a-dire si P s’annule sur R, entier,
auquel cas P a une infinité de racines et est donc le polyndme nul.

En conclusion :

[ (:,-) est un produit scalaire sur E. ]

Nous allons commencer par déterminer une base orthonormée de F = R;[X] = Vect(1, X) en appliquant le procédé
d’orthonormalisation de Schmidt a la base (1, X).

+00
—On(l,l)zf ¢ " dx =0!=1donc on pose P, = 1.
0

0>

oIl
+00 +00 +00 +oo
||Q2||2=<Q2,Q2>=f (x—1)%" dxzf xze*)‘dx—zf xe ¥ dx+f e¥dx=2-2+1=1

0 0 0 0

de sorte que P, = X — 1.

+00
— Ona(l,X}:f xe *dx=1!=1donc pose pose @, =X —let P, = Maisona:
0

Ainsi, une base orthonormée de F est (P, P;) = (1,X —1).
On peut alors calculer le projeté orthogonal sur F de X? 4 1’aide de son expression en base orthonormée :

pr(X?) = (X%, P1) - Py + (X%, Py) - P

qui se traduit en
pr(X?) = (X 1)+ (X2 X - 1) (X - 1)

mais <X2, 1) = erooxze_" dx=2!=2et (XZ,X— 1) = f+
0 0

(x> — x%)e™ dx = 3! — 2! = 4 de sorte que
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[ pr(X?) = 4X - 2. ]

Q3. Puisque pr est un projecteur orthogonal, pour tout vecteur x de E, x — pp(x) et pp(x) sont orthogonaux et, d’apres
le théoreme de Pythagore, on a :

4? = llx = pr(x) + prOI* = llx = prOI* + IprOI

et donc, pour x = X2, on a bien :

[ I = pr O = 2 = orcdf- ]

On a alors

+00 +00
Jnf fo (& —ax—b)’e™ dx = inf fo (% = P(x))%e™" dx = inf [|x* - Pl = dr(x®)? = | X% - pr(x)|

mais, d’apres ce qui précede et Q2, on a:
12 = e = I = e = %77 - 1ax - 27

et .
1) = f e dr=41=24
0

et
+00
14X - 2| = f (4x -2 e dx=32-16+4=20
0

de sorte que

+00
inf f (x* — ax — b)’e™ dx = 4.
(@b)er? Jy
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Exercice 2

Q4. Soit (m, n) € N2,
— Sim > n, (Z = m) N (T = n) se réalise si I’'une des deux variables prend la valeur m et I’autre la valeur n.
Comme m # n, les événements [(X = m) N (Y = n)] et [(X = n) N (Y = m)] sont disjoints et donc :

P(Z=m)Nn(T=n)=P(X=mN¥=n)+P((X=nn{ =m)
=PX=mPY=n+PX=nP¥ =m) parindépendance
=pq"pq" + pq"pq"

_ 2p2 m+n
— Sim =n,(Z =m) N (T = n) se réalise si les deux variables sont égales a n et donc :
P(Z=mnN(T=n)=P((X=nn({ =n)
=P(X=nP(Y =n) parindépendance
=rq'rq"
_ p2q2n
— Sim < n,’événement (Z = m) N (T = n) est vide car Z = sup(X, Y) > inf(X, Y) = T donc
P(Z=m)Nn(T=n)=0

En conclusion, on a :

m+n

2p%q sim>n
Y(m,n) e N>, P((Z=m)n(T =n)) = p2q2” sim=n
0 sinon.

Q5. Zestavaleurs dans N.OnaP(Z =0) = P((X = 0) n (Y = 0)) = p2. Soit m € N*. D’apres la formule des probabi-
lités totales relativement au systeme complet d’événements {(7" = n)},y, On a :

P(Z:m):ZP((Z:m)ﬂ(T:n))

neN

=) P(@=mn(T =n)
n=0

m—1
=P((Z=m)ﬁ(T:m))+ZP((Z=m)ﬂ(T:n))

n=0

_ p2q2m + ZZPZ m+n
n=0
2q2m+2p2qm2q

n=0
m

1-—
x-——4

1 —
= p*¢™" +2pq"(1 - q")

_ p2q2m + 2p2q

et on observe que cette formule reste valable pour m = 0.
Ainsi, la loi de Z est donnée par :

[VmeN, P(Z =m) = p*¢*" +2pq"(1 — ¢ ).]
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Probleme

Dans cette correction, on utilisera librement le fait que, pour u € L(E), ’ensemble C[u] des polyndmes en u est une
sous-algebre commutative de £(E). Il en est donc de méme pour 1’algébre C[A] d’une matrice A € M, (C).

Partie I

Q6. A est symétrique réelle donc, d’apres le théoreme spectral, elle est diagonalisable. Sans faire appel au théoreme

Q7.

spectral, on peut aussi remarquer que y4(X) = X> — 6X +5 = (X — 1)(X — 5) est scindé a racines simples; A
admettant un polyndme annulateur scindé a racines simples, elle est diagonalisable.

Ona
(12 -1 (12 12
Hl_(—l/Z 1/2 ) ot Hz‘( 12 1/2)

et un calcul matriciel immédiat donne :

[ =1, et IZ=IN ]

de sorte que II; et I, sont des matrices de projecteurs.
En outre, on a

[H1+H2=Iz, II; + 511, =A et ILII, =0,. ]

Soit x € ker(P(u)). On a

((POYw))(x) = (QP)(w)(x) = (Q(u) o P(u))(x) = Qu)(P(u)(x)) = Qu)(0g) = O

donc

[ ker(P(u)) C ker(PQ(u)). ]

Puisque P et O sont premiers entre eux, d’apres le théoreme de Bézout, il existe U, V dans C[X] tels que PU+ QV =
1. En évaluant en u, il vient :

(PU)(u) + (QV)(u) = idg
et, en évaluant en x € ker [(PQ)(u)], on a donc :
((PU)Ym)(x) + ((QV)(m))(x) = x.
Mais ((PU)(u))(x) € ker(Q(u)) car

Q@) (PU)w)(x)) = (QPU)(m)(x) = (UPQ)w))(x) = U(u) (POQw))(x)) = O
—

=0g
et, de méme ((QV)(u))(x) € ker(P(u)) de sorte que
ker((PQ)(u)) = ker(P(u)) + ker(Q(u)).

Pour montrer que la somme est directe, on prend x € ker(P(u)) Nker(Q(u)). Alors, en reprenant 1’identité de Bézout
évaluée en u puis en x, on obtient :

x = (PU))(x) + (QV)w)(x) = U)(Pu)(x)) + V(u)(Q(u)(x)) = O
~—— ————

=0 =0z

et on a bien :
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Q8.

Q9.

Q10.

[ ker (PQ)(w)) = ker (P(u)) ® ker (Q(u)) . ]

Ona
Fis
Qi=—r =P et Qy=—r=P
P 2
2
mais, puisque P; et P, sont premiers entre eux, P]]‘l et P]; le sont, c’est-a-dire Q; A Q, = 1. D’apres le théoreme de
Bézout :

[ A(R1,Ry) € CIXTY, QiRi + QaR; = 1.

Soit (i, j) € [[1;m]]2 aveci # j.Ona

piopj=Ri(u)o Qi(u) o Rj(u)o Q;(u)
= (RiR)(u) o (Q; Q) (u)

mais 7,|Q;Q; donc (Q;Q;)(u) = 0 et donc p; o p; = 0.
D’autre part, en évaluant en u I’'identité de Bézout généralisée :

i R:Q; =1,
p

on obtient
m

zm]pi = > Riw) o Qi) = idp

i=1 i=1
Enfin, pour tout j € [1;m], on a

m m

pj=pjoidE=ijZp,-=ijopi=l7§
i=1 i=1

donc p; est un projecteur.
On a donc bien :

m
piopj=0sii# j, Z pi =1idg et chaque p; est un projecteur.

i=1

Posons, pour tout i € [1;m], P; = (X — 2;,)%. Les A; étant deux a deux distincts, les P; sont deux a deux premiers
entre eux. Comme y, = [[; P;, le lemme de décomposition des noyaux implique que :

ker(,(w) = €5 ker(Py())
i=1

mais y, (1) = 0 d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton donc ker(y,(«)) = E. D’autre part, pour tout i € [1;m], on
a ker(P;(u)) = ker ((u — A;idg)*) = N; donc on a bien :
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m
Q11. D’apres Q9, si on évalue en x € E ’identité Z pi = idg, on trouve :
i=1

X = zm: pi(x)
im1

donc E = im(p;) + - - - + im(p,,). Montrons que la somme est directe.

Soit (vi,...,vy) € im(py) X - - - X im(p,,) tel que vy + ...+ v, = O. Pour tout i € [1;m], si on applique p; a cette
identité, comme p;(v;) = 0'si j # i et p;(v;) = v;, il vient v; = Og. Ainsi, la somme est directe.

On a donc bien :

m

Q12. On pose &, = H(X— ) ot 1 < B; < aj, pour tout jin [1;m].

j=1
Soiti € [1;m].Ona

(u — Aiidg)™ o p; = (u — Aidg)* o Q;(u) o R;(u)

= (u=idp)" o [ |~ 25idp)” o Ri(w)

=1
J#i

= (u=Aidp)" P o [ | 45ide)” o Ri(w)
j=1

= (u — Aidg)™ P o m,(u) oR;(u)
N——
=0

=0

donc im(p;) C ker((u — A;idg)®) = N;.
En particulier, dim(N;) > dim im(p;) pour tout i € [1;m]. Mais, en passant a la dimension dans les sommes directes
de Q10 et Q11, on a nécessairement égalité des dimensions pour chaque facteur, et alors :

[ Vie [[l;m]], 1m(p,)=N, ]

Partie 11

Q13. u est diagonalisable donc son polyndme minimal est scindé a racines simples. Les racines du polyndme minimal
étant les valeurs propres de u et celui-ci étant unitaire, on a donc :

m

mo= | |-,
i=1

Q14. Pourtouti € [I;m],ona Q; = H(X — ;) donc
i
_ 1 _ 1
Qi) Tl =)

0;
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Q15.

Q16.

D’autre part, d’apres le théoreme de décomposition en éléments simples, il existe ay, . .

1 1

m
Ty X =) ; X-4)

et, pour tout i € [1;m], ona:

[X— /l,-] 1
a; = = — = Hi
Ty IX=21; Ql(/ll)

de sorte que :

1$
Ty i=1 (X_/lt)

11 s’ensuit que
= 1 = T
— Qi) = ) 6,0, = - = 1
; Qi(A;) ; e

donc, en posant R; = pour tout i € [[1; m]] on a la relation

_L
Qi(4)
R1Q1+"'+RQO: 1

et, en utilisant Q9, les projecteurs associés a u vérifient :

. Qi(w)
Yie|l;m]|, = .
Bl S
o L0iX) . . . .
Posons L(X) = Z QQ(/(l )). Si on explicite ce polyndme, on peut reconnaitre un polyndme d’interpolation de
=1 <
Lagrange. Mais sans employer de grands mots, on observe que, pour tout j € [1;m], on a:
O 4iQi(4))
L(Aj) = !
— Qi)
mais Q;(4;) = 0si j # i donc
L(Aj) = 4;.

D’autre part, chaque Q; étant de degré m — 1, on a L(X) € R,,,—;[X] et donc L(X) — X € R,,,—1[X] admet 4, ...

comme racines distinctes, d’ott L(X) — X = 0. Ainsi, on a bien :

O 40(X)
e Z Qi)

Si on évalue en u cette identité, il suit de 1’expression de p; trouvé a la question Q14 que la décomposition spectrale

de uest:

., a,, complexes tels que :

a. A est symétrique réelle donc diagonalisable. Par simple calcul matriciel, on observe que
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b. D’apreés la question précédente, X> — 4 = (X — 2)(X + 2) annule A. Ainsi, 4 € (X =2, X +2,(X = 2)(X + 2)}.
Mais puisque A # +214, on a nécessairement

[ =X -2)(X+2). ]

Considérons u € £(C*) canoniquement associé 2 A. Avec les notations des questions Q14 et Q15, si on pose
Ayl =2etdy=-2,0na

1 1
=X+2, =X-2 e 6=-, 0,=—-
01 0> et 0= b 2
de sorte que les projecteurs spectraux associés a u sont :
1 . 1 .
p1=-(w+2idg) et py=-——(u—2idg)
4 4
et donc, les matrices canoniquement associés sont :
3 1 1 1 1 -1 -1 -1
1 1f1 3 -1 -1 1 11 -1 1 1 1
Mi=g@ealo=gly Jos | @ e=gU=2=g0 4
1 -1 -1 3 -1 1 1 1

La décomposition spectrale de A est alors :

[ A = 2I1; - 2I1,. ]

c. Les matrices I1; et [1, commutent car IT;I1, = II,I1; = 04 donc, d’apres le bindme de Newton, on a, pour tout

qg=1:
q

ar=3" (Z)(znok(—znz)q"‘

k=0
et seuls les termes correspondant a k = 0 et k = ¢ subsistent dans cette somme. Ainsi, on a :

A7 = 29117 + (=2)T1

mais, comme IT; et I, sont des matrices de projecteurs, H‘{ =1II; et Hg = II,. Finalement, il vient :

[ Vg e N*, A9 =24TI; + (-2)IL,. ]

Remarque : On peut continuer et simplifier cette expression en raisonnant sur la parité de g :
— Sigestpair,ona:
AT =290 + (-2), = 29(I1; + 1) = 291,
car H] + H2 = I4.
— Si g est impair, on a:

A9 = 29114 + (=2)7T1, = 29(I1; — 1) = 2471211, — 2IL,) = 297 'A

car 2[1; — 2I1, = A d’apres la décomposition spectrale établie en Q16.c.

En conclusion, on a :

29]4  si g est pair,

* q _
VgeN*, A —{ 29-1A  si g est impair.
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Q17.

QIS.

Q19.

Q20.

Ce dernier résultat aurait pu étre trouvé et démontré par une récurrence élémentaire a partir de la relation
A? = 414, mais il ne permet pas de retrouver la décomposition spectrale de A7 que donne la formule demandée
par 1’énoncé.
Notons d = deg(m,). D’apres le théoreme de division euclidienne, pour tout n € N, il existe (Q, R) € C[X] X Cy_;[X]
tel que X* = QOn, + R. En évaluant en v, on a donc V" = R(v) car &, annule v mais R € C,_;[X] donc R(v) €
Vect(idg, v, ..., v*1). Ainsi,

C[v] = Vect (V" | n € N}) = Vect(idg, v, ..., v ).

Ceci montre que (idg, v, ..., v 1) est génératrice de C[v]. Montrons qu’elle est libre.

Fixons Ay, ..., 44-1 complexes tels que Agidg + ;v + -+ + Ag_vt = 0. Alors le polyndme P = g + L1 X +--- +
Ag-1X%" annule v et est de degré strictement inférieur au degré du polyndme minimal x,. Il s’ensuit que P est le
polyndme nul, et donc que tous les A; sont nuls.

Ainsi, (idg, v, ..., v 1) est une base de C[v]. En particulier, on a :

[ dim C[v] = deg(m,). ]

Si u est diagonalisable avec Ay, . . ., 4, pour valeurs propres distinctes, il suit de Q13 que deg(rr,) = m. Par construc-
tion, chaque p; est un polynéme en u donc (py, ..., p,,) est une famille de m vecteurs de C[u]. D’apres Q18, il suffit
de montrer que cette famille est libre pour que ce soit une base de C[u].

m
Fixons, 4i,...,4, complexes tels que Z/lip,- = 0. Soit j € [I;m]. En appliquant p; a cette identité, puisque
i=1
pjopi=0sii# jetp; =pjona:
m
0=pjo Z/lipi = A;p;
i=1

mais p; # 0 car c’est un projecteur dont I’'image est non nulle puisque égale a un sous-espace caractéristique de u.
Ainsi, A; = 0. Ceci étant vrai pour tout j € [1;m], (p1,...,pn) est libre dans C[u]. Par dimension, on a donc :

[ (p1, .-, pm) est une base de C[u]. ]

Considérons un endomorphisme u nilpotent d’indice 2. Alors il n’y a qu’un projecteur spectral de sorte que 1’espace
engendré par les projecteurs spectraux associés a u est de dimension 1 dans £(E) alors que Clu] = Vect(idg, u) est
de dimension 2. Ainsi :

[ Les projecteurs spectraux ne forment pas nécessairement une base de C[u] en général. ]

d
Soit P = Z aX* € C[X].Ona:
k=0

d m
> amf]f,- = > P
i=1

k=0 k=0 i=1 i=1 (k

(=]

En particulier, si on pose P = (X — 4;)--- (X — 4,,), on obtient :
Pu)=0

de sorte que # admet un polyndme annulateur scindé a racines simples et donc :

[ u est diagonalisable. ]

%% Fin du sujet ***
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