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Notations du corrigé

Outre les notations des 1’énoncé, nous utiliserons librement les notations suivantes dans ce corrigé :
— (Q, A, P) désigne un espace probabilisé sur lequel toutes les variables aléatoires considérées sont définies.
— Si X et Y sont des variables aléatoires de méme loi, on note X ~ Y.

— On note G(p) la loi géométrique de parametre p €]0, 1[, P(1) la loi de Poisson de parametre 4 > 0, U(E) la loi

uniforme sur un ensemble fini E et N'(m, 02) la loi normale d’espérance m et de variance ol

— Si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes, on note X 1L Y.

Exercice 1

1. Soit P I’ensemble des fonctions paires et 7 celui des fonctions impaires. On pose, pour tout x € R,

1 1
P(f)(x) = 3 (f)+ f(=x) et I(NHx) = 3 (f(x) = f(=x)

de sorte que f = P(f) + I(f) avec P(f) e PetI(f) € I, d’ou I’existence d’une décomposition.
Soient (fp, f1), (gp, gr) € P X I tels que fp + f1 = gp + g;. Alors

fe—gr=fr—g
—_— —
ep el

mais P N I = {0} car si une fonction est a la fois paire et impaire, elle vérifie, pour tout x € R,

J) = f(=x) = -f(x)

Ainsi fp = gp et f; = g7, d’ ot 'unicité.
2. Puisque f est dérivable et que, pour tout x € R, on a

1 1
PN =5 (F) + f(=x) et 1(HHx) = 2 (f(0) = f(=x)),

P(f) et I(f) sont dérivables.
En outre, pour tout x € R, on a

1 1
fx) = 3 (f(x) = f'(=x)+ 3 (f' () + f'(=x)) = 1(f")(x) + P(f)(x).

Par unicité, on a donc

[ P(fY =I(f") et I(f) = P(f"). ]

3. (a) Si f estune fonction continue vérifiant (1), on a

VxeR, f(x):§+xf0xf(—t)dz—foxtf(—z)dt
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mais les fonctions ¢ — f(—1) et t — tf(—t) sont continues donc, d’apres le théoreme fondamental de I’analyse,
le membre de droite est de classe C! sur R, donc f aussi et,

1 X
)= 3 +f0 J(=0) dr + xf(=x) = xf(-x)

1 X
=5 +fo f(—1) dt

(b) Toujours d’apres le théoreme fondamental de ’analyse, x — fox f(=1) dt est de classe C' sur R donc f’ €
C'(R,R), c’est-a-dire f € C*(R,R) et

[ VxeR, f'(x)= f(-x). ]

(c) Si f estsolution de (1), on a

') = f(=x) & (P()+1(1)"(x) = (P(f) + I(/))(-x)
& P(f")(x) + I(f7)(x) = P()(x) = I(f)(X)

mais, par unicité de la décomposition en somme de fonctions paire et impaire, on obtient

P(f") = P(f) et I(f")=-I(f).

D’autre part, il suit de la question 2 que P(f)"” = P(f”") et I(f)"” = I(f") donc :
P(f)" =P(f) et I(f)" =-1(f).
Ainsi, P(f) et I(f) sont respectivement solutions des équations différentielles
(Hy) :Y'=y=0 et (Hy :y"+y=0.

4. Si f est solution de (1), d’apres ce qui précéde et puisque P(f) et paire et I(f) est impaire, il existe (a, b) € R? tels
que
VxeR, P(f)x)=ale*+e™) et I(f)(x)= bsin(x)

et donc
YxeR, f(x)=a(e"+e™) +bsin(x).

Considérons ainsi une fonction de cette forme. En injectant dans (1), on obtient :

(2b - D)x + 4a

=0.
2

VxeR, f(x)= g —fx(x—t)f(—t) dr &
0

Cette identité devant étre assurée pour tout x € R,ona2b -1 =0et4a = 0.
Ainsi, on a établi :

1
L’unique solution continue de (1) est f : x 3 sin(x).

Exercice 2

5. Soit n € N*. La fonction g, est dérivable sur R, et, pour tout x € R,ona:

n

’ X,
gﬂ(x) = gn—l(-x) - gn(x) = _me <0
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donc g, est strictement décroissante sur R .
Puisque g,(0) = 1 et lim g,(x) = 0 par croissances comparées, il suit du théoréme de la bijection continue que
X—+00

1
dla, Ry,  gula,) = E

+1

6. On observe que, pour tout x € R,, et pour tout n € N*, g,,,1(x) — g,(x) = ' e > 0 donc la suite (g,(x))en- est
n!

strictement croissante.
Si ay+1 < ay, par stricte décroissance de g,, on aurait :

1
gn(anJrl) > gn(an) = z

mais alors

1 1
E = gn+1(an+1) > gn(an+1) > gn(an) = E’

une contradiction.
Ainsi,

[ (a,) est croissante. ]

7. (a) Par linéarité de I’espérance, on a

E[S"]:ELZ:X" =kZZ;E[Xk] =kz:;/l=n/l

et, par indépendance des X, on a

V(S,,) ZV[Z;Xk) = kZil:V(Xk) = kz:l:/IZI/l/L

(b) 11 suit du théoreme de stabilité de la loi de Poisson que

S, = ZXk ~ P(nd).
k=0

Pour la démonstration, on peut par exemple observer que, pour tout ¢ € [—1, 1], I'indépendance implique
I’égalité des fonctions génératrices :

n

Qs, (1) = l_[ Oy, (f) = l—le/l(t—l) _ -1,
k=1

k=1

On reconnait la fonction génératrice d’une variable aléatoire de loi P(nA).
(c) — Sid=1,onaE[S,] =V(S,) =netdonc, il suit du théoréeme central limite que :

P(SnSn)zP(Sn—nSO)zP(S"_nSO) P(N<0)
\/ﬁ n—+o0o

ou N est une variable aléatoire de loi normale centrée réduite N (0, 1). Mais par parité de la densité d’une

1 1
loi N(O,1),onaP(N <0) = 3 de sorte que lim P(S, <n) = 5

n—+oo
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S, Sh A . S
— Sid > 1,onpose 4 = 1+ € On a alors E[—] = Adet V(—) = —. Il suit alors de I’inégalité de
n n

n
Tchebychev que :
V(52 1
P(SnSn)=P(&Sl):P(&s/l—e)zP(&—/lS—e)ﬁP(&—/l Ze)s (2) - =
n n n n € ne

Ainsi, lim P(S, <n)=

n—+oo

— Sid < 1,onpose d=1-¢€etalors

Sn Sn S Su A
P <m=P(2<1)=P(Z-2se)=1-P(Z -5 e)2 1-P(|Z -5 )2 1- 5
n n n n ne
donc lim P(S, <n)=1.
n—+00
On a donc bien :
% si A=1
lim P(S,<n)={ 0 si A>1
e 1 si A<1.

(a) Pour tout n € N*, puisque S, ~ P(nd), on a

k
P, <n)—ZP(S — k) = Z -'”('M) -M[ () }:gn(n/l).

(b) Avec A =1, il suitde 8.aet7.c que

1
&) =P(Sy <n) —— =
—+00 2

(c) Soitn € N*. On a

D1 = nk . 1 1
gn+1)= _'”Z(n+ ) <—e‘”zn—=g(n)———>—<
0

k! e note 2e 2

et

vk
gn(n—n—e‘"“z(” L zexe Zk,—egn(m

Il existe donc un rang ny tel que, pour n > ngy, on a

N|~

+<>02

1
gn(n+1) < 3 < gn(n—1).

Puisque g,(a,) = 3 et que la fonction g, est strictement décroissante, on a donc a, €]Jn—1,n+1[, c’est-a-dire :

n—-1l<a,<n+1.

Par encadrement, il vienta, ~ n, c’est-a-dire :

n—+oo
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Résultat préliminaire 1 : la fonction I

9. Soit x € R. La fonction ¢ + " !¢~ est continue et positive sur ]0, +oo[ donc I'intégrale définissant I'(x) est
doublement impropre.

>+

1 1
— En+oco: ¥ le™ = o (t_z) ett— ) e L1([1, +oo[,R) d’apres le critere de Riemann donc, par comparaison,
t et e L1([1, +oo[,R).

— En0:r e ~
_ -0 1%

mais, d’apres le critere de Riemann,
bde
tl—_xconverge o l-x<1 & x>0.
0
1 U 4y
Par comparaison, les intégrales f rleTdr et f pr étant de méme nature,
0 0 ’

1
dr

—— converge & x> 0.
o 177

En conclusion :

[ I" est définie sur RY. ]

10. Appliquons le théoreme de dérivation des intégrales a parametres.
Soit ¢ > 0. La fonction x — *le~ est de classe C' sur R? et, pour tout x > 0,ona:

% [t""e”] =In(0)e ' .

Alors, pour tout segment [a, b] C]0, +oo[,on a:

[In(r)]e*1 si 0<r<1

Vxelabl,  [In@e”r ™| < o) = { In(He™ "1 si t>1

et ¢ est intégrable sur [a, b] et, pour tout x € [a, b], ["(x) = fom In(r)e~ "1 dr.

Ceci étant vrai pour tout (a, b) € ]0, +c>o[2 tel que a < b, il vient :

+00
TeC'(0,+o[,R) et Vx>0, T'(x) = f In(t)e™'r" dr.
0

11. Soit x > 0. A I’aide d’une intégration par parties généralisées, tous les termes étant convergents, on obtient classi-

quement :
[ I(x+ 1) =xl(x). ]
—+00 too
12. OnaTI(1) = e’'dt = [—e"]o = 1 = 0! et, par récurrence immédiate sur n a partir de la question 11, on
0
obtient :

[ VneN*, T()=mn-1)!. ]
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13. Soitz € C. Pour toutt > 0, on a
|exp ((z= 1 In(p) e”| =exp((Re(z) — D In(r)) e’ = Re@- 1

mais, si Re(z) > 0, on a établi a la question 9 que ¢ — Re@-1p=1 ¢ LI(RLR) donc, par domination, ¢
exp((z—1DIn() e e LI(R’;, C).
On peut donc poser, pour tout z € C tel que Re(z) > 0 :

f(z) = f exp((z = D In(ty) e dt
0

et, si z est réel, on a pour tout 7 > 0, exp ((z — 1) In(r)) e = e~ et donc T'(z) = I'(2).
Ainsi,

[ I estun prolongement de I' a {z € C | Re(z) > 0}.

Résultat préliminaire 2 : I’inégalité de Holder-Minkowski

14. La fonction In est deux fois dérivable sur R et
4 1
Vx>0, In (x):——2 <0
X

donc

[ In est strictement concave sur R} . ]

Soit (x,y) € (Rj)2, pour toutz € [0, 1], on a

In(tx + (1 —#)y) = tIn(x) + (1 — 7) In(y).

NN 1 |
Dans le cas particulierout = —,onal —¢ = — et il vient :
p q

i (x y)2@+ln(x)

nf=+=
P q p q

15. Soit (u,v) € (Ry)* Siu = 0 ouv = 0, 'inégalité est trivialement vérifiée. On suppose donc que u et v sont
strictement positifs. Alors, d’apres ’inégalité précédente appliquée a x = u” ety =v¢,ona:

1 1 1 1
ln(—u” + —vq) > — In(@”) + — In(v?) = In(u) + In(v) = In(uv)
p q p q

donc, en passant a I’exponentielle, il vient :

1 1
uy < —uf + =4,
P q

+00 +00
16. Supposons f fP(x)dx = f g%(x) dx = 1. Puisque f et g sont positives, il suit de la question 15 que :
0 0

YxeR,, 0<f(x)gkx) < %f‘”(x) + ég‘/(x),
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En intégrant sur R, on obtient :

+00 +00 l 1 1 1 +00 1/p +00 l/q
0< f f(x)g(x)dx < f —fp(x) +-glix)dx=—-+-=1= (f fP(x) dx) (f gl(x) dx)
0 0 q P q 0 0

et I’inégalité de Holder-Minkowski est vérifiée dans ce cas.

17. Si f ou g est nulle, I’'inégalité est trivialement vérifiée. Sinon, on pose

+00 1/p +00 1/q
1= (f fP(x) dx) et J= (f g4(x) dx)
0 0

qui sont strictement positives car f et g sont continues positives et non identiquement nulles.

= f) _ e\ 1 (T _
fo (—) dx ——f fPx)dx=1 et f(; (T) dx—ﬁ | glix)dx=1

donc on peut appliquer I’'inégalité de Holder-Minkowski a § et = d’apres la question 16. Il vient :

I g () ] ([ (5 )
o 1J o 1 o \J

1 —+00 1/p +00 1/q

f fog0o dr < - ( f 200 dx) ( f ¢/ dx)
0

On a alors

c’est-a-dire,

et donc :

+00 +00 1/p +00 1/q
f fg() dx < ( f ) dx) ( f g dx) :
0 0 0

Résultat préliminaire 3 : sommes harmoniques

. 1 . .
18. La fonction ¢ — 7 est décroissante sur R} donc, pour tout n € N et pour tout 7 € [n,n + 1], on a

1
n+1

<-<

~ | =
S| =

En intégrant sur [n,n + 1], il vient :

1 f"“ dr 1
< —<-.
n+1 . t n

19. Pour tout n € N*, on pose u, = H, —In(n). En sommant les inégalités obtenues a la question précédente, la deuxieme
inégalité devient In(n + 1) < H,, de sorte que u, > 0.

1+1(n)_1+111<1 1_
PR PO R n+l] " n+l n+1

de sorte que la suite (u,) est décroissante et minorée par 0; elle converge donc vers une limite y € R,.

D’autre part,

Upy1 — Uy

On a donc bien :
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H, —In(n) —— y e R,.
n—+oo

. . 1 .
20. Par décroissance de la fonction ¢ +— o pour tout entiern > 2, 0n a :

a1 " d
2S5 S P
n t n n—1 t

donc, en sommant, il vient pour N > n,

k=n
c’est-a-dire v
1 1 1 1 1
< < I
n N~ kZ:r; K n-1 N
En faisant tendre N vers +oo, on obtient :
1 1 1
- < — <
n- Z B n-1

Par encadrement, on a donc :

S
= k2 no+oo

21. Pour tout n > 2, un développement limité a 1’ordre 2 en O de In(1 + x) donne :

1 n—1 1 1 1 1
Sn—Sp1 = - +1n =—tmf1--) = —— to|=
n n n n/ n—+eo  2n2 n2

donc

1~ ——

Sn — Sp— 0
" " ot 2p2

22. Puisque s, —— 0, on obtient par télescopage :
n—+oo

+00
Yn>2, s,= Z (Sk — Sk+1)
k=n

mais, d’apres la question 21,
1
Sk — S ~ —>0
k k+1 too 2k2

donc, par sommation des relations de comparaison pour les séries numériques a termes positifs convergentes, on a

+00 +00 1
Z (Sk = Sk+1) T Z Yok
k=n k=n

Or, d’apres la question 20,
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donc
1

KY ~ J—
n n—+oo 2”’

c’est-a-dire

1 1
H, = 1n(n)+y+—+0(—).
n—+co 2n n

Résultat préliminaire 4 : le probleme de Béale

23. On trace le graphe de la fonction x +— x sur [—m, [ et on prolonge par 27-périodicité. Le script Python suivant a
permis d’obtenir la représentation ci-apres sur [—3m, 3] (les traits verticaux devant €tre ignorés) :

/| import numpy as np
>/ import matplotlib.pyplot as plt

=

def f(x):
5 if 0<=x<=2*np.pi:
6 return x-np.pi
7 else:
8 return f(x%(2*np.pi))

1| def graphique(f,a,b):

12 X = np.linspace(a,b,1000)
13 Y = [£(x) for x in X]

14 plt.plot(X,Y)

15 plt.show()

17| graphique (f,-3*np.pi,3*np.pi)

=100 -75 50 -Z5 0.0 25 5.0

24. Lafonction f étant impaire, les a,(f) sont tous nuls. D’autre part, on a

VYn e N*,  buy(f) = —2(_”1)”.

On a donc, pour tout x € R,

S f(x) = ) bu(f)sin(n)
n=1
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donc

+00

Sf=-2)

n=1

D"

sin(n.x).

25. f étant continue par morceaux et 2x-périodique et les a,(f) étant nuls, la formule de Parseval affirme que :

L (MR dre 23 i)
3 J VOF 1= 3 D 0P

26. L’identité de Parseval donne :

donc

Premiére partie : probleme du collectionneur de vignettes

27. (a) On propose la fonction suivante :

import random as rd

;| def collectionneur(n):

4 C = {i:0 for i in range(l,n+1)} # dictionnaire de collection

t = 0 # nombre de tirages

while sum(C.values())<n: # tant que la collection n’est pas complete
v = rd.randint(l,n) # on tire une vignette au hasard

8 C[v] = 1 # on 1’ajoute dans la collection

9 t 4= 1 # on incremente le nombre de tirages

10 return t # on renvoie le nombre de tirages

(b) Puisque 1’on obtient nécessairement un nouveau numéro au premier tirage, ona X,,; ~ 1 donc E[X,,;] =l et

v (Xn,l) =0.
Pour tout i € [2,n], X,,; correspond au rang du premier succes dans une répétition d’épreuves de Bernoulli
. . . on—(@(-1
indépendantes de méme parametre # donc
n
n—i+1
Xni ~ g ( )
n

Les moments d’une loi géométrique étant connus, on a :

n
E[X..] = PR

n(i— 1)
o et V(Xn’,')(

n—i+1)32

On observe que ces égalités sont aussi valables pour i = 1.
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(©)

(d)

(e)

Soit i € [1,n — 1]. Montrons que X,, ;.1 est indépendante des X, 1, ..., X, ;. Introduisons une suite (U 7)j=1 de
vaiid de loi U([1, n])) telle que U; représente le numéro obtenu au j-iéme tirage.

Soit (ki,...,k;) € N\, s = k; + --- + k; et E; ’ensemble des valeurs déja obtenues apres s tirages. Alors, pour
tout k € N*, ona

i k-1
P| (X1 = k) ﬂ(xn,,:k,-)] (UﬁkeEmﬂ(UMeE) ﬂ(xn,—m]

J=1

mais 1’événement ﬂi-:l(Xn, ; = k;) ne dépend que des U, avec j < s donc, d’apres le lemme des coalitions, les
U; pour j > s sont indépendantes de cet événement. Alors

k=1
[ nisl = ﬂ(xn, = kj )] [(Uﬁk ¢ E)N (Wi € Ei)]
t=1
mais, par indépendance des U; et du fait qu’elles suivent une loi uniforme, on a
~ n—i_(i\!
P[(Uﬁk ¢ E)n [ \Wawr € E»] = (5)
=1
n—i

mais alors, puisque X, ;11 ~ Q(—) ona:
n

=P (Xn,i+l = k)

{ wint =k ﬂ( ni = k)

donc X,, ;4 est indépendante des X, ; pour j < i.
En conséquence :

[ Les (Xy,1)ic[1,,) sont mutuellement indépendantes. ]

Par linéarité de I’espérance, on a :

n n
n n
E(7,] = [Zx} = ZE [X,.] = ;m = ;; = nH,,.
D’autre part, par additivité de la variance pour les variables aléatoires indépendantes, on a :

N Y o =1 x~nam-))
V(Tn) = V(Zl Xn,i] = ZIV(Xn,i) = Zl (}’l i+ 1)2 = Z j2 = HZSn — I’ZH,,.

J=t

En conclusion :

[ E[T,] =nH, et V(T,) =n>S,—-nH,. ]

On sait d’apres les résultats préliminaires 3 que H, ~ In(n)donc nH, ~ nln(n). D autre part, on sait
n—+o0 n—-+oo
n? n? n?
que S, —— — donc n*S, ~ —nfetnH, ~ nln(n) = om?) doncn®S,—-nH, ~ —n>.
n—+00 6 n—+c0 6 n—+oo n—-+oo n—+c0 6

En conclusion :

71.2
E[T,] ~ nln(n) et V(T,) ~ —n’

n—-+oo n—+co 6
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28. Soitt e Ret Y ~ G(p), avec p €]0, 1[. On a Y(2) = N* donc, sous réserve de convergence, on a
+00 +oo
Or( =Y PX =0t =pt Y (g0,
k=1 k=0

série géométrique qui converge si, et seulement si, |gf| < 1. Alors

11 ¢
v:e}——,—[, Oy(t) = L.
q q 1—gqt

29. Soit X : Q — N,
(a) Ona Qx(1) = ,j:% P(X =k) =P(X € N) = 1. Ainsi, le rayon de convergence de la série entiere définissant
Oy est supérieur ou égal a 1. Il s’ensuit que Qx est bien définie sur | — 1, 1].
En —1, la série Qx(—1) converge absolument puisque celle définissant Qx (1) converge. Il s’ensuit que

[ Qx est bien définie sur [—1, 1] et Qx(1) = 1. ]

(b) Oy étant la somme d’une série entiere de rayon de convergence supérieur ou égal a 1, Qy est dérivable sur
1-1,1[ et, pour toutz €] —1,1[,ona:

Q' (D) = Z kP (X = k).
k=0

Si X admet une espérance, la série Z kP (X = k) converge. Alors, d’apres le théoreme d’ Abel radial et le

k=0
théoreme de la limite de la dérivée, Qx est dérivable sur [—1, 1] et

Vie[-1,11, Q4 = ZkP(X =k
k=0

En particulier, on a

[ Oy() =E[X]. ]

(c) La fonction génératrice ne dépendant que de la loi, si X et Y admettent la méme loi, elles admettent la méme
fonction génératrice.
Réciproquement, si X et ¥ admettent une méme fonction génératrice. Alors Qx et Qy sont deux sommes
de séries entieres qui coincident sur un voisinage de 0. Par unicité du développement en série entiere, les
coefficients de Qx et Qy sont égaux; c’est-a-dire que X et Y suivent la mé&me loi.
En conclusion :

[X~Y@ Ox = Oy. ]

(d) On peut revenir au produit de Cauchy mais on peut faire plus rapide : d’apres le théoréme de transfert, pour
toutr € [-1,1],ona

Ox( =E[*], Oy =E["] et Qxr(®)=E[]

et d’aprés le lemme des coalitions, ¥ et 17 sont indépendantes donc, par multiplicativité de 1’espérance pour
les variables aléatoires indépendantes :

Oxer(0) = B[] = B[] = E[|E[¢"] = 0x(0)0y (1),
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En conclusion :

[XJ-LY = Ox:+y = OxOy. ]

30. (a) Soitt€[-1,1].OnaX;, ~ 1donc Qx,,(t) =t = Et. Par ailleurs, pour tout i € [2,n], d’aprés 28, on a
’ n

0n 1) = n-G-1 1
n

,_.
|
—_—
=T
~
Y

donc, par indépendance des X;, démontrée a la question 27.c et par multiplicativité des séries génératrices
pour les variables aléatoires indépendantes (question 29.d, que 1’on généralise a n variables par récurrence),
ona:

L “ln-G-1) 1 nlf" 1 nlf" 1
) A I Rl ] ()

On a donc bien

n!
Vie[-1,1], Or,(H)=— X ——F—.
T (1- )

(b) Dans I’anneau R(T'), on a
0,(T) n! 77!

= X —
T n" n-1 ( _ ﬂ)
k=1 n

D’apres le théoreme de décomposition en éléments simples, on peut écrire :

Qn(T) N

+

k=1 n

avec Ay € R et, pour tout k € [1,n], on a

[Qn(T)X(l_E)]
T nJlron

_n!n”""_l 1
‘E(%) n(l_ﬁx )

Ak

o k
=
Tn Tk k —
t#k
a1 k-1 1
([ HE‘ <
1 (_1)n —k—1

I
== D X T X o

_n_l _1\n—k-1
7o

Déterminons Agy. En évaluant en 0, on a

n—1

1=0.(1) =2+

k=1
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donc

n— n—

_ 1 _ n-1 _ n—l—kL_ _ n ik _ 1yl _ n—1 1yl
Jo=1 l(k)( iy (k)( bt = 1) —(O)( .

>~
1l

1

>~
1]

Ainsi, on a

(T) Sn-1 1
QT( ) _ (n ; )(_l)n—k—l -
k=0 (1-4)

et donc, en multipliant par 7, il vient :

n—1
0Ty =" (”; 1)(—1)”‘1 i _Tk_T)

k=0 n

Puisque les pdles %, avec k € [[1,n — 1] sont en dehors de 'intervalle [—1, 1], on a bien :

n—1
Vie[-1,1], Q.0 = (”; 1)(—1>""“l

k=0

(c) Pour tout ¢ € [—1, 1], pour tout k € [0,n— 1], on a |";’| < || < 1 donc

1 Y
1_k_f:Z(;)'

n Jj=0

En injectant dans I’identité établie en 30.b, il vient :

n—1 -1 +oo k J
0,(1) = Z(” . )(—1)”—’<—'rZ(;’)

k=0 Jj=0
+00 n—1
— Z l (n - 1)(—1)nklkjtj+1
ni k
Jj=0 k=0
+00 n-1
1 (I’l - l) —k=17.i-1 P
=V (=1t |
-1
j=1 i:nj ; k

Par unicité du développement en série entiere, on a donc

—_

n—

1

Jj—1
n k

-1 .
VieN, P(T,=))= (”k )(—D”"“lkf‘l.

1l
(=]

Deuxieme partie : log-convexité de la fonction I

31. Soient x,y >0etd€[0,1].0na

+00 ! +00 ! +00 1 i 1-1
TFAx+ (1= 2y) = f eIy gy = f e M D = (=01 (1=D0=1) g — f (e”t)‘") (e’ft”‘) dt
0 0 0

1 1
donc, en appliquant I’inégalité de Holder-Minkowski avec p = 1 etg = -7 il vient :

1-a

+00 P +00
F(Ax+ (1 -y < ( f el dt) ( f e P! dt) =T(x)'Ty)' .
0 0
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Ainsi

[ I" est log-convexe. ]

32. (a) Parrécurrence immédiate, les deux premieres hypotheses du théoreme de Bohr-Mollerup impliquent :

[ YneN*, f(mn+1)=n! ]

(b) Toujours par récurrence immédiate sur n, pour tout x > 0, on a:

[ fx+n)=x(x+1)---(x+n-1)f(x). ]

(c) Soit x €]0, 1] et n € N*. Puisque f est log-convexe, on a

fn+x)=f(x(n+ 1)+ (1 —x)n)
< f+ 1) fm)'
= ()" ((n—1H'™
=n*((n—-DH* (- HH'™*

=n‘(n- 1.
Toujours par log-convexité, on a

n!=f(n+1)
=fxn+x)+(1-x)(n+1+x)
<fn+x)"fn+1+x)
= fn+ )" [+ ) f(n+ 0]

=+ 0" fn+ x).

On a donc bien

[ fn+x)<n n-D! et n! <@+ f(n+x).

(d) Soit x €]0, 1] et n € N*. D apres les inégalités établies a la question précédente et ’identité établie en 32.b, on

a:
_ (n+x)*'n! fn+x)
O el S e
et
() = n'(n—1)! S f(n+x) ~ o).

"o+ k) I (x+k)
Cette identité étant vraie pour toute fonction satisfaisant les trois hypotheéses du théoréme 4, elle est en parti-
culier vraie pour la fonction I'. On a donc :

[ ¥x €]0,1], Vn e N,  u,(x) < f(x) < v,(x) et wu,(x) <T(x) < vy(x). ]

(e) Ona
n+x'n! ~ 'nl et - 1D!=n""n!

n—+oo

donc, le dénominateur étant le méme, on a
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[ Uy (x) T V(). ]

x—1 x
Ups1(X) :(n+1+x) Xn+1 >(n+1) > 1

u,(x) n+x n+x \n+x

() Soit x€]0,1]etn e N*.Ona

donc, la suite (u,(x)),>; étant a termes positifs, elle est croissante. Puisqu’elle est majorée par f(x), elle
converge vers un réel £ < f(x).

Puisque v,(x) ~ u,(x), lasuite (v,(x)),>; converge aussi vers £. L’encadrement obtenu en 32.d montre alors
que ¢ = f(x). e

En conclusion :

[ ngrpmun(x)— hm va(x) = f(%). ]

(g) Le méme raisonnement que celui de la question précédente appliqué a la deuxieme inégalité obtenue en 32.d
montre que
lim u,(x) = hm vu(x) = T'(x).

n—+oo

Par unicité de la limite, il vient :

[ Vx e [0,1[, f(x)=TI(x). ]

(h) Soit? > 0. En posantn = |t] et x =t — n € [0, 1], il suit des questions précédentes que :
fO=fx+n)=x(x+1)---(x+n-Dfx)=x(x+1)---(x+n-1DI'(x) =T(x+n)=T({).

En conclusion :

f=T.

nln*
33. Pour tout x € R}, on pose f(x) = lim ———, sous réserve de convergence.
n—+oo nk 0(x k)

Nous allons montrer que f vérifie les trois hypotheses du théoréme de Bohr-Mollerup.
— Ona

n'n . n'n

f(1) = lim =1.

_ lim ——— = lim
n—+oo nk 0(1 +k) n—+oo (}1 —+ 1)' n—+oco n + ]
— Pour tout x > 0, on a

x+1

fo+1)= lim nin

1) = _nm

n—+oo [Tio(x + 1+ k)
n;n)ﬁrl

lim ——
n—+co n"”(x +k)
n+Dln+1)*

=x lim
ke T (x + k)
— o lim
n—+oo [T (x + k)
= xf(x).

— Soient x et y des réels strictement positifs et # € [0, 1]. Pour tout x € N, on a par concavité du logarithme :

In((x+ 0y +5)'™) = tIn(x + k) + (1 = y) In(y + k)
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<In(t(x+k)+ (1 =)y +k))
=In(tx+ (1 -y +k)

donc, pour toutn € N, on a

[Je+p o+ 2] Jex+a-ny+h
k=0 k=0

de sorte que

f'fG)'™ = lim ( nin” )t lim (L)H
n—+o0o H (x+k) n—+o0o HZ:O(y+k)

n;ntx+(l t)y
= lim

n—eo [TH_o(x + K)'(y + k)1

tx+(1-1)y

n'n
> lim

Tt [TE(tx + (1 =)y + k)
= ftx+ (1 = )y).

Ainsi, f satisfait les trois hypotheses du théoréme de Bohr-Mollerup, de sorte que f =T

Il reste a justifier la convergence de la suite définissant f. Pour cela, on observe que la question 32.f assure 1’exis-
tence de f(x) si x €]0, 1]. Par ailleurs, les calculs effectués pour vérifier la deuxieme hypothese du théoreme de
Bohr-Mollerup montrent que si f(x) est bien défini, alors f(x + 1) aussi. Par suite, f(x) est défini pour tout x € R}.

En conclusion :

VxeR:, T(x)= li nin’
FERe A= TG b

Troisieme partie : fonction caractéristique

34. Soit p €]0,1[etg = 1 — p. Pour tout t € R, on a |qei’| = g < 1 donc Ia série Z(qe”)k converge absolument et,

k=0
d’apres le théoreme de transfert, on a
N k k=1 k pe
— it} — it it _ it it
Oy() = gl ¢"pg" = pe § (e"q)"" = pe § (e"q) = —ge

En conclusion :

it

VteR, @y(?) =

1-ge’

35. Soit X : Q — N.

(a) Pour tout ¢ € R, avec le formalisme des familles sommables, on a :

Z|e”"P(X=k)| = ZP(X:k) =1

keN keN

donc la famille (ei’kP X = k))keN est sommable. En particulier, @y est définie sur R.
En outre, pour tout € R, on a

|Dx (1) =

Z P (X = k)

keN

<l P(x=h|=1

keN
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donc @y est bornée.
Enfin, si on pose pour tout k € N, f; : t — P (X = k), alors || fille = P(X =k) donc Z fi converge

k=0

normalement, et donc uniformément, sur R. Chacune des f; étant continue, il suit du théoréme de continuité

+0co
pour les séries de fonctions que @y = Z fx est continue sur R.

k=0
En conclusion :

[ dy est définie, continue et bornée sur R. ]
(b) Pour tout k € N, f; € C'(R). En outre, pour tout ¢ € R, @ = kie™ P (X = k) donc |fk' o = kP (X =k).

Puisque X admet une espérance, Z fk' converge normalement, donc uniformément, sur R. Il suit alors du

k=0
théoreme de dérivation pour les séries de fonctions que

+00
Dy € C'(R) et, pour tout € R, &/ (1) = iZ ™ KP (X = k).
k=1

(c) Pour tout k € N, f; € C*(R). Soit p € N. Pour tout 7 € R, £7(¢) = (ki)?e"P (X = k) donc

127 =P =n.

Puisque X admet un moment d’ordre p, Z fk(p ) converge normalement, donc uniformément, sur R. II suit

k>0
alors du théoréme de dérivation pour les séries de fonctions que

En outre, on a pour tout ¢ € R et pour tout p € N,

oY1) = > KPP (X = k)
keN

donc, en évaluanten O :
OP(0) =i Y kP (X = k) = "E[X”]
keN

et donc

VkeN, E[x¥]=(-p'oP(0).

(d) SoitreR.Ona:

Ox() = Y P =k = Y @) PK = k) = Ox(e).
k=0 k=0

On a donc la relation

VieR, ®@x(f) = Qx(eh. ]

NB : Nous n’avons pas fait appel a I’hypotheése d’espérance de I’énoncé; on peut penser que le concepteur
attendait une autre réponse. Laquelle ?
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36. SiX et Y sont indépendantes, il suit du lemme des coalitions et de la multiplicativité de I’espérance pour les variables
aléatoires indépendantes que, pour tout réel ¢, on a

Oy, y() = E [eit(X+Y)] -E [eitXeitY] -E [eitX] E [eitY] = Dy () Dy (D).

Ainsi :

[ XLY = Oyx.y = DxDy. ]

Quatrieme partie : la loi de Gumbel

37. f est continue sur R, a valeurs positives et

f f(x) dx = [exp(=e™)] > =1

donc

[ f estune densité de probabilité sur R. ]

38. Notons Fx la fonction de répartition de X. Pour tout € R, on a

Fy(®) = f £ dx = [exp(—e ™), = exp(—e™).

Ainsi :

[ YteR, Fx(t) =exp(—e™). ]

39. 1l s’agit de montrer que g : x — x2f(x) € L'(R,R). La fonction g étant continue sur R, il suffit d’étudier son
comportement en +oo.
En +oco,0n a
¥gx) = x*eexp(—e™) ~ x*¢* ——0 donc gx) = o (—) .
xX—+00 xX—+00 xX—+00
Par comparaison et avec le critére de Riemann, g € £'([1, +oo[, R).
En —co, posons v = ¢ —— +c0, on a

x——00

In(vy*
¥ g(x) = x*e ™ exp(—e™) = n(v)"v

1
— 0 et gx) = 0(—2).
ev Vo400 X——00 X

Comme ci-dessus, g € L'(] = 00, —1],R).

Puisque g € C°([-1,1],R) c L'([~1,1],R), il s’ensuit que g € L'(R,R). Alors X admet un moment d’ordre 2, et
donc :

[ X admet une espérance et une variance. ]

40. (a) L’application x — e~ est Cl, bijective, strictement décroissante de ] — co, co[ vers ]0, +oo[ et x — xf(x) €
L'(R,R) donc on peut effectuer le changement de variable ¢ = ¢~*. Il vient :

+00 0 +00
E[X] = f xe " exp(—e ™) dx = f In(t)e™ dt = — f In(t)e™" dt.
_ 0

00 +00

On a donc bien :
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(b)

(©)

E[X] = - f " In()e™ dr.
0

n
Pour tout n € N*, on pose f,, : t — In(?) (1 - ﬁ) . Alors pour tout € R}, ona

lim f£,(¢) = In()e”™’
n—+oo

donc f; S, (t — In(r)e™) sur R%.

n—+oo

D’autre part, par concavité du logarithme, pour tout n € N* et pour tout # € R}, on a:
r\" t -t
(l - —) = exp (nln(l - —)) < exp (n X (—)) =e!
n n n

I/a(®] < In(O)]e™ = (1)

mais ¢ € L!(R%,R) d’apres le changement de variable effectué a la question 40.a.

donc

11 suit donc du théoréme de convergence dominée de Lebesgue que :

—+00 +00
lim fu dt = f In(H)e™ dr.
n—+oo 0 0

On a donc bien :

RrED +00 i\
f In()e™" dr = lim f In(?) (1 — —) dr.
0 n—+co Jo n

On commence par appliquer un bindme de Newton, la linéarité de I'intégrale et une intégration par parties
1

(généralisée dont on vérifie facilement que tous les termes sont convergents) pour calculer #1n(r) dr. Il

0
j: (1 - ’—tl)n dt = kzn: (_’;)k (Z) f; F1In(t) dt

_i(_l)k(”)(”kﬂl()_ nk+1 )
AR V) A D R g}

vient :

_n N n+1 _l

_n+1;( D ( k )(ln(") k)

n+l 1 n+l n+1\1
(_1)k+1(n+ ))ln(n)—( (_1)k+1( )_

n

n+1

Pour la premiere somme, on observe avec un bindme de Newton que :

E(—nk“(”z 1) = |+ Dyt -] =1
k=1
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1
Pour la seconde, on pose pour toutn > 2, %, = Z( 1)’”1( ) o) et on montre par récurrence que X, = H,.
k=1

1 3 1
— Initialisation : Pour n = 2, le membre de gauche est égal a X, =2 — 3 = 3 etHy =1+ 3 ==

— Hérédité : Soit n > 2 tel que X, = H,,. Alors

St = Si( 1)“‘(””),1c
S
= e ()
2 St for )

_ =" ., + Z( 1)k+1(n + 1)

n+1

_(_l)n ; el 1 1ynt2
—n+1+H,,+n+1((1+(l)) - (=12
1

n+1

=H,+
= Mp41-

On a donc bien :

1 (n(n) — Hpi1) -

Vn e N*, f(l - -) Inr) dr =
0

(d) D’apres la question 19, H,, — In(n) —— y donc, en injectant dans les questions précédentes, on a :
n—+oo

E[X] = - f Ooln(t)e_t dr
0

= _ lim (1—5) In(r) dt
0

n—+oo

lim — - (et = In(n))

n—+co 1 +

lim — ( 1 +Hn—ln(n))

no+on+1\n+1

Y.

On a donc

E[X] =

41. On applique le théoreme de transfert et, comme en 40.a, on effectue le changement de variable (licite) t = e™. On

a donc
E[X?] = f K2F(x) dx = f “exp(—e™) dx = — f (Int)2e™" dt = f (Inn)2e™' d
—oo —c0 0

donc
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E[X?| = f +oo(1n e dt.
0

42. (a) Montrons le résultat par récurrence sur 7.

— Initialisation : Pour n = 1, les deux membres sont égaux a 2.
— Hérédité : Soit n € N* tel que 1’égalité soit vérifiée. Alors

n-¢—11 1 2 n+l1
H? + ) = =|H,+ + ) =
nl ;zﬂ ( n+1) £ 2
H, 1 " 1
=H>+2 +Z,—
1 (n+1)? — 2 (n+1)?
1 2 1
= H? + H, + ——
12 o+l 1
z Hl Hn+1
=2 —+2
Zi n+1

Ainsi, on a établi :

(b) En raisonnant comme a la question 40, le théoreme de convergence dominée implique :

E[X?]

n—+oo

n £\
lim (1 - -) (In 5’ dt
0 n

I
5

n n+l H
Jim —— In(n)? — 2 In(n)H,p, | + 2 Z T]

i=1

Il
é.

n+l1
1
In(n)* — 2 In(n)H,41 + H2, | + § 72]
i=1

n+l
. n 2 1
= lim —— | (In(n) = Hy1)” + Z] 72]
) 2
=y + —.
Y%

11 suit alors de la formule de Koenig-Huygens et de la question 40.d que :
2 2 ) 7 )T
VX)) =E[X|-EX]"=y"+— -y =—.
X =E[X|-EXP =y + -y =

On a donc établi :
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43. D’apres le théoreme de transfert, on a, pour tout ¢t € R,

®x(t) = E [e”X] = f B e f(x) dx = f+w e™e™ exp(—e™) dx.

—00 00

Comme en 40.a et 41, on peut effectuer le changement de variable u = e et on obtient :

+00
Oy (1) = f wte™ du = T(1 — if).
0

On a donc bien :

[ VteR, @x(r)=T(1 —ir). ]

Cinquieme partie : convergence en loi
44. SiX :Q — Netsi(a,b) € R?, onapourtout € R :
®x.p(®) = E [ eit(aXH)] -E [ eibt ei(at)X] - eitbcDX( at)

donc .
(DZ,,(I) = e—iln(n)t(DTn (—) .
n

On a donc :

: t
VieER, @z (1) =e M, (—)
n

45. D’apres 35.d, on a ' .
Oz (1) = n"Qule').

D’apres 33, on sait que

15,1t
rd—ir)= lim —" .
n—+oo
]_[(1 —it+k)
k=0
Et d’apres 30.a, il vient
it
@, (1) =n" ¢
n n-l1 keit/n
1 —
l;[( —)
- n! et
_ it
- nt n-1 ke'tln
1 —
g( —)
_ i el
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46.

Pour conclure, il resterait 2 montrer que :

e n

9
n—+o0o n

ﬁ(n — keI ﬂ(l —it+k)
k=0

k=0
ce qui est vrai pour ¢ = 0 mais me laisse un peu perplexe dans le cas général...
A terminer un jour ol je serai plus inspir€...

Ona

=P(Z, <€) =Fyz(e

P(T, - In(n) < en) = P(T”_Tln(”) < 5)

mais si on pose G une variable aléatoire de loi de Gumbel, puisque 1’on a la convergence en loi de (Z,) vers G, on a

Fz,(€) —— Fg(e).
n—+oo

Or I’expression de la fonction de répartition de la loi de Gumbel a été établie a la question 38. I1 vient donc :

[ nErPOOP (T, — In(n) < en) = exp(—exp(—¢€)). ]

4% Fin du sujet ***
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