CCINP - MP 2024 - MATHEMATIQUES 1

Eléments de correction

Exercice 1

Q1. Pourtoutk € N,ona
X=k=X>k-1D\X>k)

et(X>k)c(X>k-1)donc

[ PX=k=PX>k-1)-PX>k). ]

Soitn € N. Sin = 0, les trois termes de 1’égalité sont nuls. On suppose donc que n > 1. Alors :
DR X =k =D k@X>k-1)-PX > k)
k=1 k=1

:Zn:kP(X>k—1)—Zn:kP(X>k)
k=1

k=1

= (1+k—1)P(X>k—l)—ZkP(X>k)
k=1 k=1

s

P(X>k—1)+Z(k— DP(X > k — 1)—ZkP(X>k)
k=1 k=1

>~
I
—_

télescopage

S
|
—_

P(X>k)—nP(X >n).

k=0
Ona
+00 +00 too
nP(X > n) =n Z P(X=k) = Z nP (X = k) < Z KP(X = k).
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Le dernier terme étant le reste a 1’ordre n de la série Z kP (X = k) qui converge car X admet une espérance finie, il

k0
tend vers 0. Ainsi, en passant a la limite dans 1’égalité établie précédemment, on a :

E[X] = ZkP(X:k):ZP(X>k).
k=1 k=0

Q2. Notons, pour tout i € [1, p], U; la variable aléatoire correspondant au numéro obtenu au i tirage. Les tirages étant
avec remise, les variables aléatoires Uy, ..., U, sont indépendantes et identiquement distribuées de loi uniforme
U([1,n])etona X = max(U,...,U,).

On a donc X(Q) c [1,n] de sorte que P(X < k) = 1sik > n. Soitk € [I,n—1].Ona
P

)4 )4
k
P(X <k)=P(max(U.....U,) <k) = P(ﬂ(U,- < k)] = ]_[P(U,- <k) = (;)
i=1 i=1
Pour tout k € [1,n], on a donc
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p
P(X:k)=P(Xsk)—P(Xsk—1)=(§) —(

k—l)”

Q3. Lafonction f, : x = x* étant continue sur le segment [0, 1], on reconnait une somme de Riemann a gauche associée

a f, etonadonc:

1S (kY 1 1
lim —Z(—) =f X dx = .
n—+oo 1 n 0 p+1

k=0
Alors, puisque X(Q) = [1,n], il suit des deux questions précédentes que :

n—1

E[X]:ZP(X>I<)
k=0

n—1

=Z(1—P(Xsk))

k=0
n—1

2]

On a donc :
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Exercice 2

Q4.

Q5.

Q6.

Puisque 0 ¢ I, (H) est équivalente a I’équation différentielle sous forme résolue

2— X2

/7 4/
(Ho) :y Y y=0.

2

L . 4 .
C’est une équation linéaire homogene du second ordre et les fonctions x — — et x — sont continues sur /

X by
donc I’ensemble des solutions sur / de (Hy) (et donc de (H)) est un espace vectoriel de dimension 2.
En conclusion :

[ dim S ;(H) = 2. ]

Supposons que y soit une solution développable en série entiere au voisinage de 0. Notons R > 0 son rayon de
convergence. Alors pour tout x €] — R,R[,on a:

400 +00 +00 +00
Byt + Q- =1 o Y kk- Dadd +4 Y kat +2 ) at - Y b = 1
k=2 k=1 k=0 k=0

+00

& 2a0+6a1x+z (k= 1) + 4k + 2)ag — s [ = 1
e ————

k=2 =(k+1)(k+2)

Cette égalité étant vraie sur un voisinage ouvert de 0, I’unicité du développement en série entiere implique :

1

2ap=1, 6ay=0 et Vk>2, ax= ——— —az».
40 @ € U=k Dk +2) ™2

Une récurrence immédiate donne :

1
Vk e N, =——— et =0.
ang 2k +2)] et a1
Ainsi
+00 2k +00 2k
X 1 X ch(x) -1
Vx €] - R,R], =)y — =y - ="
x€l Loy kzz(; Qk+2) 22 ; 2k)! 2
Lo . L. N .. ch(x) -1 .

Ainsi, si y est développable en série entiere sur un voisinage de 0, alors y(x) = ———— sur ce voisinage. Le rayon

ch(x) - 1

2
X
trouvé une solution de (E) développable en série entiere sur R, et que c’est la seule.

de convergence du développement en série enticre de étant infini, le calcul précédent montre que 1’on a

Ainsi,

ch(x) -1

L’unique solution développable en série entiere de (E) sur Resty : x — >
X

D’apres le théoreme de structure affine des solutions d’une équation différentielle linéaire, puisque g € S ;(E), on a
S(E)=g+S/(H)

mais S ;(H) est de dimension 2 donc il suffit de trouver deux solutions non colinéaires de (H) sur I. Puisque f et g
sont des solutions de (E), f — g est une solution de (H). Or, pour tout x € I,

ch(x)

x2

fx) —glx) =
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de sorte que f — g n’est pas colinéaire a 4. On a donc :
S1(H) = Vect(f - g, h)

et
SHE) = g+ A(f = @) + ph | (L w) € R},

Explicitement, la forme générale des solutions de (E) est :

1 ch(x) sh(x)
x> -+ A4 ,
Yo 2 2 THT

X

avec (4, u) € R2.
. Soity € Sg(H). Alors, y € S ;(H) = Vect(f — g, h) donc il existe (1, u) € R? tel que :

ch(x) sh(x)
2 tTH

Vx>0, yx)=41

mais alors, en effectuant un développement limité a 1’ordre 2 du numérateur, on a :

_Ach(x)+psh(x) 4 A4 p
= 2 s + 2 + p + o(1).

y(x)

Puisque y est solution de (H) sur R, elle est dérivable sur R et donc continue. En particulier, elle admet une limite
finie en 0. Il s’ensuit que 4 = y = 0 et donc que y est identiquement nulle sur /.

Le méme raisonnement appliqué a ] — oo, O[ montre que y est aussi identiquement nulle sur cet intervalle. Par
continuité, y est nécessairement la fonction nulle.

En conclusion :

[ dim Sg(H) = 0. ]
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Probleme

Partie 1

Q8. En partitionnant les entiers en fonction de leur parité et en appliquant le théoréme de sommation par paquets pour
les familles de réels positifs, on a :

+00

ol Ol IR
;E";(zn)ﬁz(znﬂﬁ"Z;EJFHZAW

n=1

donc
+00 2 2

1 38 1 3 2 o
_— = - _— e — X — = —,

On retrouve la valeur classique :

Q9. Soit n € N. Posons u : x — sin*!(x) € C*(R). Alors pour tout x € R, on a
' (x) = (n+ 1) cos(x) sin"(x).

En effectuant une intégration par parties, on a :
/2
Wpao = f sin(x) x sin"*(x) dx
0

/2 T2
= [~ cos@)sin™ @[T+ (n+ 1) f cos?(x) sin’(x) dx
0 ~——
=1-sin®(x)

=+ D(Wy = Wai2)

donc

n+1

Wiio =
)

On montre alors I’identité par récurrence sur n.

/2 ) 22><0(0!)2
Sin=0,ona W, = f sin(x) dx = [~ cos(0)]f/> = 1 et —or -
0 .
. 22" (n!)? . . -
Soit n € N tel que W,,,.; = ———. Alors avec la relation précédente, il vient :
2n+1)!
W o 2nt2 _m+2 227(n!)? (2n+2)2 x2¥(n)* 22" ((n+ 1))?
T on a3 M T ana 3T @n ) (2n + 3)! T @n+3)
d’ou ’hérédité.
Par récurrence, on a ainsi établi :
22n(n!)2
YneN, Wy=——"—.
e 240 = o+ 1)
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Q10. Pour tout x € |-1,1[,on a:

=1+ (0)7?

=§(—%)(-%-1)X- (———(k— )) = (=0

1-x

k=0
+00 1 1
=Z—x1><3>< Cox k= 1) x —
2k k!
k=0
+00
1 26)! 1
_ (2k) 2k

- 2k 2 x4 x---x2k k!
k:ozzk(k!)z

Par primitivation terme a terme dans le disque de convergence, on a :

+00
) ) (2]()' x2k+l
Vxe€]l-1,1[, Arcsin(x) = Arcsin(0) + 2, 2R (12 CT]

et puisque Arcsin(0) = 0,ona:

+00

. (2k)' 2k+1
Vxel-1,1[, Arcsin(x)= » ————o 2+
kzz(; 2% (k12 (2Kk + 1)

Q11. La fonction Arcsin étant la bijection réciproque de la restriction du sinus a

7r7r] )
75 ,ona:

Vx e [ x = Arcsin(sin(x))

il
2°2

. n
mais, pour tout x € [O, 31

sin(x) €] — 1, 1[ donc, il suit de la question précédente que :

% @K! 2k+1
Vx € [O, —[, ().
“= %9 Z Rk ™
. (2k)! . 2k+1 . . [ 77[ c s
Q12. Pour tout k € N, on pose f; : x — W sin®"(x) qui est continue sur |0, 3 et intégrable car prolon-
geable par continuité sur le segment |0, g]

Pour toutn € N, d’apres Q9,on a :

T/2 (271)' 1 1
o d = — W n = — ~ —_—
\[0‘ |f (€3] 22n( !)2(2n +1) 2n+1 (2n + 1)2 n—+oo 4n2

/2
de sorte que la série Z f |fn(x)| dx converge.
0
n

11 suit alors du théoréme d’intégration terme a terme que :

f " [i fk(x)} dx = i f Je(x) dx.
k=0
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/2 1
Q13. Pourtout k € N, |f;| = fi donc, d’apres les calculs effectués en Q12, on a f Ji(x) dx = kIR
0

Mais alors, en intégrant sur [O, g[ I’égalité établie en Q11, on a

7(/2 +0o 1
dx=> ——
f(, xdr= ) 2k + 1)

k=0
mais n
/2 277 2
f xdx = r = ﬂ—,
0 2 |, 8
d’ol
i 1 B P
—2 - —.
e Qk+1) 8

On conclut alors avec Q8 que :

Partie 11
Q14. Pourtout x € -1, 1[,ona:
1 +00 o
== > x
2 _
x> =1 kZ:(;
donc .
In(x) -
. Z(— In(x))x*.
x k=0

On pose, pour tout k € N, gx(x) = (- In(x))x* et pour tout n € N,

Sux) = ) g,
k=0

Par positivité des termes, on a

n +00 l
S,001= 3 &) < ) () = 3
k=0 k=0 -

La fonction ¢ : x — est continue et positive sur ]0, 1[. On a

2 -
e(x) ~ ~In(x)

et la fonction x — — In(x) est intégrable sur ]0, 1/2] donc, par comparaison, ¢ I’est.

D’autre part,
_In(1+ (x-1)) 1

~ -

PO = T D D) v 2
donc ¢ est intégrable sur [1/2, 1[.
Il s’ensuit que ¢ est intégrable sur ]O, 1[. Par convergence dominée appliquée a la suite (S,,) des sommes partielles

de la série Z gr,ona:
k

U In(x) S [
dx =
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mais, pour tout k € N, par intégration par parties généralisée, on a :

1
1
j(; gr(x) dx = k17

donc

+00

"Inx) 1
foxz—ldx_Z(Zk+l)2'

k=0

Q15. Posons
R, xRy — R
h: Arctan(xt)
xn o —
1+7
— Pour tout x € R,, la fonction ¢t — h(x, t) est continue sur R, ;
— Pour tout t € R, la fonction x + A(x, t) est continue sur R, ;
— Pour tout (x,f) e R, xR,,ona:

Arctan(xt)
1+2

T 1
< —

h(x, ) = <Tw—.
Ihe. 1) 27 1+2

. V4 1
La fonction t — = X
2 1+¢2

11 suit alors du théoréme de continuité des intégrales a parametres que :

Q16. Soita €]0,1].

— Pour tout x €]a, 1], 1a fonction # — h(x, t) est continue sur R, ;

étant intégrable sur R, il en est de méme de ¢ — h(x, ) par domination.

— Pour tout 7 € R,, la fonction x — A(x, 1) est C' sur Ja, 1];
— Pour tout (x,¢) €la, 1] XxR,,ona:

t
1+ 120 = 1+ )1+ a0

]

t

- m est continue sur [0, +oo][ et
a

La fonction ¢, : t

©a(?)

t—+00 a2 t3

donc ¢, € L'(R,).

D’apres le théoreme de dérivation de Leibniz, f est de classe C Usur [a, 1] et,
+00 ah

Vx€la, 1], [f(x)= f —(x, 1) dz.
0 6X

Ceci étant vrai pour tout a €]0, 1], on a :

t

i , B +00
fecC'qo,1]) et Vxe]o,l],f(x)_fo T dr.
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Q17. Pour tout t > 0 et pour tout x €]0, 1], on a

QIS.

11 suit de Q16 que :

En conclusion, on a bien :

On a

mais, d’apres Q17,on a :

Puisque f(0) = 0, on obtient :

11 suit alors de Q14 que :

t
(1 +2)(1 + 2R2)

t xzt
1+£2 1+£x2

=(1-x%)

1 f*"" t x*t dr
1-x2Jy 1+ 1+£x2

1 [1 1
1= [5 In(1 +7%) — 3 In(1 + t2x2)]

1 [1. (1+22\]7*
= —In| —
212 1+172

')

t—+00

t—0

t—0
_In(x)
T =X
¥xe]0,1], f'(x)= %

1) = f +e° Arctan(z) di = Arctan(r)? ™ _ n_z
o 142 2 |, T8

1 1
L ln(x) dx = L f/(x) dx = f(]) — f(O)

x2 -1
1 2
1
f ) dx:ﬂ—.
0 x2—1 8
+00

Z;_’ﬁ
Qk+12  8°

k=0

Comme en Q13, on applique Q8 pour obtenir a nouveau :

4% Fin du sujet ***
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