CCINP - MP 2024 - MATHEMATIQUES 2

Eléments de correction

Exercice 1

QL

Q2.

On calcule
xaX) =det(XI; —A) = (X - )(X +2)°

de sorte que Sp(A) = {-2, 1}.
En résolvant les systemes correspondant aux identités AX = X et AX = —2X, on obtient :

2 1 1
E(A) = Vect|| 6 et E(A)=Vect|| 1 [,] O .
1 0 -1
La somme des dimensions des sous-espaces propres étant égale a la taille de la matrice, A est diagonalisable.
2 1 1
SionposeP=| 6 1 O [, onalarelation
1 0 -1

1 0 0
PlaAP=l 0 -2 0 |[.
0 0 -2

————
=D

Soit n € N. Le systeme se traduit en X,,,; = AX,,. Alors,
DY, = P'APY, = P'APP7'X, = P'AX, = P7'X,| = Y.
Une récurrence immédiate implique
1 0 0 Qo
YneN, Y,=D"Yy=| 0 (-2) 0 Bo
0 0 2 )\ »

donc

a, =Q
VYn €N, Bn =(=2)"Bo
Yn = (_Z)n'YO-

Les suites (un)nens (Vadnen €t (Wy)nen convergent simultanément si, et seulement si, la suite (X,),en converge dans
R3. L application V — P~V étant un homéomorphisme de R3? vers lui-méme, la suite (X),)nex converge si, et
seulement si la suite (¥},),en converge dans R3. Or cette suite converge si, et seulement si les suites (@;;)nen, (Bn)nen
et (¥»)nen convergent simultanément.

Puisque (@p)nen, (Bn)nen €t (Yn)new sont des suites géométriques de raisons respectives 1, —2 et —2, ces suites
convergent si, et seulement si By = yp = 0.

Puisque Xy = PYy, on a

vo =6ag+ o

{ ug =2a9+Po+%o
Wo =a@p—Y0
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2
de sorte que (u;;)nen, (Vi)nenw €t (Wp)nenw convergent simultanément si, et seulement si, Xo = ap| 6
1

En conclusion,

)
(Xn)nen converge < | vy | € Ei(A).
wo

Dans ce cas,ona X, = A"Xy = Xo pour tout n € N, de sorte que les suites (i;;)nens (Vi)nen €t (Wy)nen sOnt constantes,
égales respectivement a 2a, 6a et .
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Exercice 2

Q3. Pour trouver I’'image de 1 par cette permutation, il suffit de saisir s[1].
La transposition (2, 3) € S 4 est représentée par la liste [0,1,3,2].

Q4.

| def comp(sl,s2):

n len(sl)

s = [1

4 for i in range(n):
s.append(sl1[s2[i]])
6 return s

| def inv(s):

n = len(s)

t = []

4 for i in range(n):
t.append(s.index(i))
6 return t

groupe (G):
if len(G)==0:
# Si G est vide
) return False
for s in G:
6 for t in G:
if comp(s,inv(t)) not in G:
8 # la composition s*tA{-1} n’est pas dans G
9 return False
10 return True

| def

Q7.

| def cyclique(s):
G = [s]
t = comp(s,s)

4 while t not in G:

G.append(t)

6 t = comp(t,s)

return G
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Probleme
On note S,(R) I’ensemble des matrices symétriques et S, *(R) celui des matrices symétriques définies positives.

Q8. La matrice A est symétrique réelle. Soit (x,y) € R? et X = ( ; ) Ona

XTAX =22+ +2xy = (x+y) 2 +x* >0
et
xax=0e {773 20 o (=00

de sorte que :

Caractérisation spectrale
Q9. Soit A € §,(R). Nous allons montrer que
AeS*(R) © Sp(A) CR}.

Supposons A € SF*(R). D’aprés le théoréme spectral, on sait déja que Sp(A) C R. Soit A € R et X un vecteur
propre de A associé a la valeur propre 4. On a

XTAX = XT(AX) = AX"X = A||IX|13 .

SiA<0,alors XTAX < 0, une contradiction car X est non nul.

Réciproquement, supposons Sp(A) C R}. D’apres le théoreme spectral, il existe une base orthonormée (Xj, .. ., X,)
formée de vecteurs propres de A. On note 4; > 0 la valeur propre associée a chaque X;.

n
Soit X = X;X; un vecteur non nul. On a

i=1

n

XTAX = [Z x,X,-]TA

i=1

n

Z XX

J=1

n

= Z xix; X[ AX; = Z Axix X[ X; = Z /ljxixj<X[9Xj>:Z/15xi2>O'

1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n — i=1

:61114

On a donc bien :

[ AeS*(R) & Sp(A) cR}. ]

Q10. Etudions la fonction polynémiale p : x € R — P(x) associée a P. Elle est C™ sur R et
¥YxeR, p'(x)=3(x-1)x-3)

donc on peut dresser le tableau de variations suivant :

X —00 1 3 +00
p'(x) + 0 - 0 +
1 +o0
p(x) / \ /
—o0 -3
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11 suit alors du théoréme de la bijection continue que p s’annule exactement une fois sur chacun des intervalles
] =00, 1[, ]J1,3[ et ]3, +oo[. Puisque P est de degré 3, on peut donc affirmer que

[ P admet exactement trois racines réelles @, 8,y tellesque a < 1 < <3 <. ]

Un calcul matriciel direct montre que

P(B) = 05.
Puisque P est scindé a racines simples, B admet un polyndome annulateur scindé a racines simples, elle est donc
diagonalisable.
Puisque P(B) = 03, les valeurs propres de B sont parmi les racines de B. On sait déja que 8 et y sont strictement
positifs. Il reste juste a observer que P(0) = —3 < 0 de sorte que, la croissance de p sur ] — co, 1[ implique que

a > 0. Ainsi, on a

Il suit alors de la caractérisation spectrale que :
Be S (R).

Q11. Soit M € S;*(R). D’apres le théoréme spectral, toutes les valeurs propres de M sont réelles donc, si on note
A1, ..., 4, les valeurs propres avec multiplicité, on a donc :

Un critére en dimension 2

tr(M) = Z A et det(M) = ﬂ ;.
i=1 i=1

Puisque M € S;*(R), il suit de Q9 que toutes les A; sont strictement positives de sorte que :

[ tr(M) >0 et det(M)>0. ]

Q12. Soit M € S>(R). On note A; et A, ses valeurs propres réelles. Si det(M) > 0, alors 2;4; > 0 donc 4; et A, sont non
nulles et de mé&me signe. Si I’une des deux est négative, alors I’autre aussi, auquel cas tr(M) = A4; + A, < 0. Ainsi,

det(M) > 0

VM e S;R), Me S;Jr(R) < { tr(M) > 0.

Q13. Ce résultat est faux pour les matrices de taille 3. Par exemple

30 0
M=10 -1 0
0 0 -1

vérifie tr(M) = 1 > 0, det(M) = 3 > 0 mais elle n’est pas définie positive car admet —1 pour valeur propre.

Q14. Posons U = (R*)?, qui est un ouvert de R? comme produit d’ouverts. La fonction f est de classe C> sur U par
somme et quotient de fonctions polynomiales, le dénominateur ne s’annulant pas sur U.

Pour tout (x,y) € U,on a

2y -1 -1
V<f>(x,y>=( 2 2 )
X7y Xy
de sorte que
20— y=yt =0
- Xy = 1 -
V(f)(x,y)—(o,oww{xy2 e ¢ =L e Gy=an

<
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Par ailleurs, pour tout (x,y) € U,on a:

2 1
Hoy =| P Y
22 xy?
donc
H_f(l,l)z( ? é )
Ona

det(Hy(1,1))=3>0 et tr(H(1,1))=4>0

donc Hy(1,1) € ST (R).
En conclusion :

[ f présente un minimum local en (1, 1). ]

Le critere de Sylvester

Qi5.

Qle.

Q17.

Posons, pour tout i € 1, 7],

PR si 1<i<k
71 0 sinon.

Considérons X =| : | € M, (R). Alors

XTMX: Z fc,')?jm,-,j: Z X[iji’jZX;Mka.

1<i,j<n 1<i,j<k

Soit M € S;*(R) et soit k € [1,n]. Soit X € My 1(R) non nul et X le vecteur de M, ;(R) donné a la question Q15,
qui est non nul puisque X; 1’est. Alors
X MiX, = X" MX > 0,
de sorte que M; € S;"(R). D’apres Q11, on a donc det(My) > 0.
En conclusion :

[ Toute matrice symétrique définie positive vérifie le critere de Sylvester. ]

Puisque M, € S;:l (R), ses valeurs propres sont non nulles donc M,_; € GL,_;(R). Si on pose V = —M;_l U, on
abien M, 1V+U=0.
Ainsi,

[ Vv e Mnfl’l(R), M, V+U=0. ]

En effectuant le produit par blocs, en utilisant M, 1V + U = 0 et, en transposant,on a V' M,,_; + UT = 0 et donc :

Myt | Ou1a )

T —
Q MQ_( 01,,,_1 ‘ VU +«

Posons B=V'U +a.Ona

M,_1 | 0411

det(Q MQ) = det( O 5

) = Bdet(M,-)
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Q18.

Q19.

Q20.

mais det(M,,_) > 0 car M, € S}, (R) et, d’autre part,
det(Q"MQ) = det(Q)* det(M) > 0
———— ——
=1 >0

donc 8 > 0.
En conclusion,

M,, 0,
3B >0, QTMQz( 0, _11 ﬁ“ )

Sin = 1, toute matrice vérifiant le critere de Sylvester est trivialement symétrique définie positive.

Soit n > 2 tel que toute matrice de S, (R) vérifiant le critere de Sylvester est définie positive. Soit M € S} *(R)
vérifiant le critere de Sylvester. On écrit M comme a la question Q17.

Tous les mineurs principaux de M,_; étant des mineurs principaux de M, ils sont strictement positifs. Il s’ensuit que
M,_1 € S;T (R).

En reprenant les notations de Q17, on a

M, | 0,
TM — ( n—1 n—1,1 )’
QM O11| B
avec 8 > 0.
Y1 Y1
Soit Y = : [un vecteur non nul de M, ;(R)etY, | = : . On a donc
Yn Yn-1

Y(Q"MQ)Y = Y M,_,Y + By>.

Si Y,_; est non nul, Y"M,_1Y > 0 de sorte que YT(Q"MQ)Y > 0. Si ¥,_; est nul, y, est non nul et donc
YT(QTMQ)Y =By > 0.1l s’ensuit que Q" MQ € S;*(R) et donc que M € S;*(R), d’ou I’hérédité.
Par récurrence, on a donc montré que pour tout n € N* :

[ Si M € S,(R) vérifie le criteére de Sylvester, alors elle est définie positive. ]

Soit x € R. La matrice C(x) est symétrique et, avec les notations de 1’énoncé pour les mineurs principaux, on a :
det(C(x);)) =2>0, det(C(x);)=1>0 et det(C(x)3)=1-2x"

de sorte que

S

det(C(x)3) >0 & |x <

D’apres le critere de Sylvester

Si on note M la matrice, on a

donc, d’apres le critere de Sylvester
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M ¢ St (R).

Q21. Posons

Les mineurs principaux sont :
3
det(A;) =4>0, det(A2)=3>0 et det(A3)= ik 0

de sorte que A € S]"(R).

X
En particulier, pour tout (x,y,z) € R3 non nul, si on pose X =] y
z

,ona

43 +y? + 2 +2xy-3xz=X"AX >0

On a donc bien

V(x,y,2) € R*\ {Ops}, 4x% +y* + 22 + 2xy — 3xz > 0. ]

Q22. On calcule les premiers déterminants :

det(S1) = V3> 0
det(S,) =2>0
det(S3) = V3> 0
det(S4) =1>0
det(Ss) = 0.

Pour tout n € N* et tout k € [1, 7], le k® déterminant principal de S, étant det(S), on en déduit que S, S2, S3 et Sy
sont définies positives mais que, pour tout n > 5, S, ne I’est pas.

En conclusion :

S,€STR) © n<4.

4% Fin du sujet ***
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