E3A - MP 2024 - M ATHEMATIQUES

Eléments de correction

Exercice 1

1. Lareprésentation graphique demandée est la suivante :

2

2. X ~ G(p) donc X(2) = N* et donc

o= {5 e}

Si k est pair, on écrit k = 2p avec p € N* donc

1

+_
P53

2 -

k+1J_

Si k est impair, on écrit k = 2p avec p € N donc

k+1

TJ:LP+1_]:]7+1.

Y=k=k<Y<k+1)

:(kSX+1

=Rk-1<X<2k+1)

Ainsi

3. Soitke N*,ona:

<k+1)

Ainsi,
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[ VkeN*, (Y=k =(X=2k-1)U(X = 2k). ]

4. Pourtoutk € N*,ona:

P(Y =k =P(X=2k-1)+P(X =2k =pg" 7+ pg™" = pg (1 + ). = (1 - )"

[Y~gu—f>]

En conclusion :
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Exercice 2

1. Par I’absurde, si cos(n) — 0, alors cos? (E) —— 0 donc
n—+co

n—+o0

0= lim cos(n) = lim 2cos2(g)— 1=-1,

n—+oo n—+oo

une contradiction.
En conclusion,

La suite (cos(n)),en ne converge pas vers 0.

1 . ) x"
2. Pour tout n € N*, on a |a,| < — et la série entiere Z — aun rayon de convergence égal a 1 donc, par
n n
n

comparaison des rayons de convergence :

3. D’apres la question 1, (cos(n)),en ne converge pas vers 0 donc :

la série Z cos(n) diverge grossierement.

n>1

4. La série Z a,x" et sa série dérivée Z cos(n)x™! ont méme rayon de convergence. Puisque la série

n n

Z cos(n) diverge, la série entiere dérivée diverge en x = 1; son rayon de convergence est donc inférieur
n>1
ouégalal,etdonc R < 1.

En conclusion :

5. Pour tout x réel, on a Z X' = Z(xe’)". On reconnait une série géométrique; elle converge si, et
n>0 n>0

seulement si, xe’| < 1, c’est-a-dire si, et seulement si, |x| < 1.

Alors, pour tout x €] — 1, 1[,on a :

6. Pour tout x €] — 1, 1[ non nul, on a :

+00

F(x) = Z cos(n)x""!

n=1
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=

= ! Z cos(n)x" — 1}

L n=0
1_ +00 )
= —[Re Zemx”)—ll
x, n=0
T
2l 2
x| 1 - xe
cos(1) —x

x2—=2xcos(l)+1°

Ainsi,

cos(l) — x

Vx el - LIN{0}, f'(x)= x%—2xcos(1)+ 1’

7. Alors, pour tout x non nul

3 * cos(1) — ¢ 1 )
f(x)—f(0)+f0 s VT 5 In (2 = 2xcos(1) + 1)

Cette identité est encore vérifiée en x = 0 donc :

Vxel- L1 f(x)= —% In (x* = 2xcos(1) + 1).

8. On montre comme en 4 que le rayon de convergence de cette série entiere est égal a 1. Par ailleurs, pour
toutn € N*,ona

1 1
cos’ (g) = 3 cos(n) + 3

donc, pour tout x €] — 1, 1[,

+00 COS +00 +00
2] . 1 cos(n) , 1 L, 1 1
Z p X —EZ " X+§sz —Ef(x)—iln(l—x).
n=1 n=1 n=1
En conclusion :
cosz(n)
+00 =
1 1
Vxel - 1,1, Z 2/ = —Zln(xz —2xcos(l) + 1) - 5 In(1 = ).
n

—

n=
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Exercice 3

1. Ona
B=(BA’-A-I)A=A"A

donc BT = (ATA)" = ATA = B de sorte que

[ B est symétrique réelle. ]

2. La matrice B est symétrique réelle et, pour tout Y € R”, on a
YTBY = YTATAY = (AY)TAY = |AY|}3 > 0

donc la matrice A est symétrique positive. Par caractérisation spectrale des matrices positives, on a :

[ Sp(B) C R,. ]

3. On a, pour tout k € N, (Ak)T = (A7) donc, en transposant I’identité AT = 3A2 - A —1I,, il vient :

[ A=3ATY-AT -1, ]

4. En remplacant AT par 342 — A — I, dans I’identité précédente, il vient :
A =27A% - 18A% - 1847 + 7A + 31,

donc 27X* — 18X3 — 18X2 + 6X + 3 annule A et, en divisant par 3, 9X* — 6X3 — 6X% +2X + 1 annule A.
On vérifie alors par simplement développement que ce dernier polyndme est égal 2 (3X2 — X — 1)? — X2

Ainsi,

P(X) = (3X?> - X - 1) — X? annule A.

5. Si P annule A, alors P annule AT. Puisque son coeflicient dominant est égal 29, on a :

1 .
§P est un polyndme annulateur unitaire de A".

6. En reconnaissant une identité remarquable, on a :
P(X)=(3X*-2X - 1D3X*-1)

donc

P(X):9(X—1)(X+%)(X—?](X+ ?]
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7. Puisque P annule A, les valeurs propres de A sont parmi les racines de P. Ainsi

1 V3 V3
Sp(A) (- {1,—5,—T, T}

En particulier, 0 n’est pas valeur propre de A donc :

[ A € GL,(R). ]

8. P estun polyndome annulateur de A scindé a racines simples donc

[ A est diagonalisable. ]

Par ailleurs, comme observé a la question précédente :

V3 V3
373 ‘

1
Sp(A) C {1,—— —3 3

9. Ona
ATV=0BA2-A-1)V=342V-AV-LV=32V-AV-V=0B1P-1-1)V

et V est non nul car c’est un vecteur propre de A donc

[ V est un vecteur propre de AT, ]

10. On note a; = 1, a, a3, a4 les racines du polyndéme P.

10.1. On a
X — )X — a3)(X — ay)

(a1 — )@ — a3)(a) — as)’

En remplagant les ; par leurs valeurs et en simplifiant, il vient :

0= 2+ )2+ 5]

Li(X) =

3 3 3

4
10.2. Soient cy, ¢3, 3,3 des réels tels que Z ¢;L;i = 0. Pour tout i € [1,4], en évaluant cette identité
i=1
en a;, on trouve ¢; = 0. Ainsi la famille (L, Ly, L3, L4) est libre dans R3[X] qui est un espace de
dimension 4. On a donc :

[ L est une base de R3[X]. ]
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4
10.3. Soit R € R3[X]. Posons T(X) = ZR(a/i)Ll-(X). Alors T(@;) = R(;) pour tout i € [0,4] doncR—-T
i=1
admet quatre racines distinctes ; ¢’est un polynome de degré inférieur ou égal a3 donc R — T = 0.

Ainsi,

R =

4
R(a;)Li(X).

i=1

11.
11.1. Soit k € N*,

11.1.1. La division euclidienne de X* par le polynome P s’écrit
X*=PO+R

avec O, R € R[X] tels que R € R3[X].
En évaluant cette égalité en les «;, il vient :

Vie[l,4], R()=a*

donc, d’apres 10.3,0n a :

R(X) =

4
afLi(X).

i=1

11.1.2. Puisque P est annulateur de A, en évaluant I’identité Xk = PO +RenA,il vient :

4
A% = R(A) = Z o Li(A).
i=1

11.2. Puisque a; = 1 et |e;| < 1 pouri € [[2,4], on a

4
lim A% = Jim afLi(A) = Li(A).

k—+
—+00 1_1

Montrons que la limite est une matrice de projection. Puisque A est diagonalisable, il existe une
matrice inversible P telle que

A = Pdiag(l,...,1,4y,...,4,)P"!
ol |4;] < 1 pour tout i € [1, p]. Alors

A* = pdiag(1,...,1,45,..., AP —— Pdiag(l, .., 1,0,...,00P7".

=D

Ona D? = Ddonc lim Ay est une matrice de projection.

k—+o0
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Exercice 4

1. Si J est un segment et f € Cl(J), alors f* € C°(J) donc f” est bornée sur J. On note ||f’||., la borne
supérieure de |f”| sur J.

Il suit de I’inégalité des accroissements finis que :

Vx.y) e 72 1f ) = fo)l < ||F)| 1=

donc

[ f est lipschitzienne. ]

2. Soit f une fonction k-lipschitzienne sur un intervalle /, avec k > 0. Soite > Oetn = % > 0. Alors pour

tout (x,y) € 17,
x=yl<n = |f)-fOI<klx—yl=kn=¢€

donc

[ f est uniformément continue sur /. ]

3. Soit x € R. Puisque f est continue et g est continue par morceaux, ¢ — f(x — t)g(¢) est continue par
morceaux sur R.

D’autre part, pour tout € R, on a :

1f(x = 0gD] < lIflleo 18D

mais g € £!(R) donc, par domination, ¢ — f(x — 1)g(f) est intégrable sur R.
En conclusion :

[ Y(f,g) € EXF, f * gestbien définie sur R.

Remarque

L application fxg s’ appelle produit de convolution, ou convolée, de f etde g. Le produit de convo-
lution joue un rdle important en analyse réelle et en probabilités continues. Aucune connaissance
a son sujet n’est exigible en MP.

4. Soit x € R. L’application 7 > x — ¢ est C! strictement décroissante de R dans R donc, en effectuant le
changement de variable u = x —f,ona:

+00

(g * Hx) = f fOg(x — 1) dt = Jf(x —u)g(u) du = (f * g)(x).

—00

Ceci étant vrai pour tout x € R, on a:

[ fxg=gxf. ]
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: 11
1 SIXE[—E,E:I

5. OnposeflzxeRH{ ]
0 sinon.

5.1. La représentation graphique de la fonction fj est :

2

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

5.2. La fonction f; est continue par morceaux sur R mais n’est pas continue. Elle présente en effet des

discontinuités en ) eten 3 puisque

lim_fi)=021=f (—%) et lim fi)=0#1=1 (%)

X—>—§

On observe aussi que |fi| < 1 donc

[ fi € E\C'(R). ]

6. Etude de f; * g.
6.1. Puisque f] € E et g € F, il suit de la question 3 que :

[ Jf1 * g est bien définie sur R. ]

6.2. Supposons que g est k-lipschitzienne. Soit (x,y) € R>, ona:

I(f1 * 8)(x) = (fi * ) =

f fihg(x =1 = filt)g(y — 1) dt

< f (g — 1) — g(y— )] di

(9]

1/2
=f lg(x = 1) — gy — Dl dr
-1/2

1

1/2
Sf klx=1t—-(Q -1l dt

Ainsi, (f; * g) est k-lipschitzienne et donc

[ /fi * g est uniformément continue. ]
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6.3. Pour tout x réel,on a:

+00 +0oo
(fi x ) = fx—1ng(r)dt = f Ti-1/2,1/2(x — Hg(t) dt
mais
P S P
* 22 SRR
donc :
X+ 3
Vx eR, (fl*g)(x):fl g(r) dr.
X3

6.4. Si g est continue sur R, elle admet une primitive G de classe C' sur R. D’apreés la question précédente
et le théoreme fondamental de 1’analyse, on a :

VxeR, (f *g)(x)=G(X+%)—G(x— 5)

donc, par composition,

[ﬁ*gec‘(R) ]

et, par dérivation des fonctions composées, on a :

1 1
YxeR, (fi *xg) (x) :g(x+ E)—g(x—i).

7.1. On a déja observé que f; € E. D’autre part, fi est nulle en dehors du segment [—%, % sur lequel

elle est continue ; elle est donc intégrable sur R. Ainsi, f; € EN F et, d’apres la question 3 :

[ f1 x f1 est bien définie sur R. ]

7.2. D’apres 6.3, on a, pour tout x € R,

1

X+ 5
(f1 *x f1)(x) =f 1 Ti-1/2,1/21(8) dt.
X3
— Six<-loux> 1, [x— 4 x+3|n[-3.1] = 0donc (fi * fi)x) = 0.
— Si—-1<x<0,0na
1

x+3

(fi * fx) = f Ti-1y2,121(0) dt = f dr = x+ 1.

1 1
X3 2

1
x+5

— Si0<x<1,0ona

X+ !

(fi * f(x) = f 12 T-12,1/2(0) dt = le de=1-x

=3 2
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En conclusion :

0 six<-1
1+x sixe[-1,0]
1-x sixe€]0,1]

0 six>1.

VxeR, (fixfO®) =

\. J

7.3. La représentation graphique de la fonction f; *x f est :

2

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

7.4. La fonction f; est continue sur chacun des intervalles | — co, —1[, | — 1,0[, 0, 1[ et ]1, +oo[. Par
ailleurs

Hm (i * f)x) = lim 0=0= lim (I1+x) = lim (fi * f)(x)

x—-1%
et f(—1) = 0 donc (f; * f1) est continue en —1.
On vérifie de la méme maniere que (f; x f1) est continue en 0 et en 1.
En conclusion :

[ fi x fi € C°(R). ]

8.1. La représentation graphique de la fonction A, est :

2

8.2. h, est nulle en dehors sur segment [—g, Z

) , 1
ou elle est continue et constante égale a —. Elle est
a
donc intégrable sur R et :

a

—+00 5 1
f ha(x)dxzf —dx=2=1.
oo _e a

o
2

+00
f ho(x) dx = 1.
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8.3. Soit xp un point de continuité de g. Pour tout @ > 0, en reprenant des calculs analogues a ceux
effectués en 6.3, on a :

(e )x0) = é fxwg g(r) dt = G(x+5§)-G(w-3)

Xo—%

a

X
01‘1G:x|—>f g(p) dr.

Puisque g est continue en xp, le théoréme fondamental de 1’analyse (ou sa démonstration, cela
dépend de I’énoncé retenu) montre que :

lim ¢ (XO ! %) _ G(xo _ %) = g(xo),
a—0 a

c’est-a-dire :

[ Lim (e * &)(x0) = (x0)- ]

9.1. Soithe Eetge F.Pourtoutxe R,ona:

Sf Ih(x = Dg(?) dtISIIhlloof lgI dr = [l llglly -

[0e] —00

(% )] = l f hx - )g(0) di

Ceci étant vrai pour tout x € R,ona:

[ V(h,g) € EXF, [lh*glle < Il llgll - ]

9.2. g étant fixée, 'inégalité obtenue a la question précédente montre que
Vhe E, ||Mle < llgll [1Allo

donc :

[ @ est une application linéaire continue sur (E, ||||o)- ]

9.3. Puisque I'on a:
Vhe E, (O™l < ligll; [1Allo

[ NI < llglly - ]
10. Soit € > 0.

Notons K = [-A, A]. Puisque f est continue par morceaux, nulle en dehors du compact K, elle est
uniformément continue. Il existe donc 1 > 0 tel que, pour tout (x,y) € R2,

on peut affirmer que

lx=yl<n = |f()-fOl<e
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Mieux, on peut observer que ’on a I’inégalité :

lx=yl<n = [f(x) - fOI < e(lg(x) + 1g(v)),

la preuve se faisant par disjonction de cas.
Alors

+00

I(f % &)(x) = (f * &Y Sf lf(x =0 = f&=0llg@)| dr

—00

E(f Lx(x =118 dt+f I1x(y =018l dt)

(%) —00

2elgller x 2A

car K est de longueur 2A.
Puisque ||g||, et A sont des constantes (que 1’on peut supposer strictement positives), quitte a prendre le

P

é a ———, on a établi I’uniforme continuité.
4A Igll

pas de continuité 7 associ

En conclusion :

[ f * g est uniformément continue sur R. ]

Remarque

Ce dernier résultat montre une propriété particulierement intéressante du produit de convolution,
a savoir qu’il est plus régulier que les fonctions données pour le construire. Cette propriété, dite
de régularisation, est valable dans un contexte bien plus général que celui étudié ici.

[ Dans les concours: Produit de convolution }

Pour une étude plus approfondie du produit de convolution, on pourra consulter le sujet Centrale
MP 2012 Mathématiques 1.

Pour aller encore plus loin, on pourra aussi consulter le second probléme du sujet X-ENS MP
2018 Mathématiques C.

o Fin du sujet *#*
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