CCINP - MP 2025 - MATHEMATIQUES 1

Eléments de correction

Exercice 1

Q1. ]-1; I[ est un intervalle de R, c’est donc un connexe par arcs de R. Puisque f est de classe C', f’ est
continue. L’ image d’un connexe par arcs par une application continue étant connexe par arcs, on a :

[ f" (=1; 1]) est connexe par arcs. ]

Q2. a) festconstante sur | — 1,0] donc dérivable a gauche en 0, de dérivée a gauche nulle.
Pour tout 4 > 0, on a

S =fO) (. (1 L | P
= (hsm(h),hCOS(h)) p— 0,0)

donc f est dérivable a droite en 0, de dérivée a droite nulle. En conclusion :

[ f est dérivable en 0 et f"(0) = (0, 0). ]

f est constante sur |—1; 0[ donc de dérivée nulle sur cet intervalle. Par ailleurs, pour tout z € ]0; 1[,
en dérivant composante par composante, on a :

1 1 1 1
(1) = |2¢sin| - | — —, 2t — in|—]|.
@ ( sm(t) cos(t) cos(t)+s1n(t))
En conclusion :

e A

(0,0) site]-1;0],

f(@®=
(2t sin(l) — Cos (l) s 2tcos(l) + sin(l)) site]O;1[.
t 1t t t

. J

Vte]-1;1[,

b) Pour touts € ]0; 1[, on a

“f’(t)”2 = (2t sin(l) - cos(l))2 + (2tcos (l) + sin(l))2 =1+47 > 1
2 t t t t
Vol |

Si on note E(O, 1) 1a boule unité fermée de R?, on a donc :

donc

£/40; 1) € R* \ B0, 1)

1 Partagé sur http://maths-concours.fr — Licence CC BY-NC-SA 4.0.


http://maths-concours.fr

mais
f'(1-1;0]) = {0}.

Par 1’absurde, supposons f’(]0; 1[) connexe par arcs et notons N = ||-||,. La norme étant continue,
N(f’(]J0; 1])) est aussi connexe par arcs, or le raisonnement précédent montre que N(f’(]0; 1]))
contient 0, des nombres @ > 1 mais aucun nombre strictement compris entre O et 1. Il s’ensuit que
N(f’(]0; 1])) n’est pas un intervalle de R et n’est donc pas connexe par arcs, une contradiction.

En conclusion :

f/(10; 1[) n’est pas connexe par arcs.

Exercice 2
Q3. f est de classe C? sur R? car polynomiale. Pour tout (x,y) € R?,
V()(x,y) = (12x+ 6y — 10, 6x + 4y — 6).

Alors

=
|
—_ =

V(Hx,y) =(0,0) & { 12x+6y—-10 =0 @{

6x+4y-6 =0
1 . . -

de sorte que f admet 3 1 | pour unique point critique.

Pour tout (x, y) € R?

12 6
vz(f)(x,w:( p 4)

qui est symétrique réelle donc diagonalisable, det(V? (f) (x,y)) = 12 > 0 et tr(VZ (f) (x,y)) = 16 > 0
de sorte que V2 (f) (x, y) admet deux valeurs propres strictement positives. C’est en particulier vrai pour

V2 (f)(%, 1) et donc :

1 1 4
f présente un minimum local en (3, 1) et f(g, l) =t

Q4. Par construction de la projection orthogonale pr, on a a — pr(a) € F* de sorte que

[ {a—b,u) ={a—->b,v) =0. ]

Sion pose b = (x,y,z) € R, ona

(a-buy={(2L-x,1-y,1-2,(1,1,2)) =5-x-y—-2z
<a_b’v>:<(2_~x71_yel_z)a(1’071)>:3_x_z
de sorte que

S-x-y-2z =0
3—-x-z =0~
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D’autre part, on a

Ft = Vect(u,v)* = {(x, y,2) € R?

x+y+2z =0 | _ 3
{ x4z 0 }—Vect((l,l, 1))

de sorte que
F=(1,-D"={(xy.2eR |x+y-z=0].

Puisque b € F,on a

3—-x-z =0

S5-x-y-2z =0
x+y-z =0

de sorte que

4 1 5
b—(§’§’§)-

On observe alors que, pour tout (x,y) € RZ ona:

fx,y) = lla — xu = yvl?
de sorte que

min f(x,y) = min |la - xu - yv||2
(x.y)eR? (x.y)eR?

: 2
= minija —
min -~ /]

=d(a, F)?
= lla - pr(a)|l*
= la - b

4 1 5
=2-21-2,1-2
H( 3’ 3’ 3)
2

(=3 -3+ 3)

On retrouve donc bien le résultat de la question Q3 :

4
min_ f(x,y) = =.
(x,y)€R? 3

Probleme

Partie I - Théoreme de comparaison avec une intégrale

QS. Pour tout n € N, puisque f est positive, on a :

Spe1 =Sp=fn+1)=20
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Q6.

Q7.

et, par relation de Chasles et croissance de I'intégrale :

n+1
Joet = I = f (o dr>0.
n S——
>0

de sorte que :

[ (S Dnen et (J,)nen sont croissantes. ]

Par ailleurs, pour tout k € N*, puisque f est décroissante, on a :

Vielk-1,kl, fk)<f@t)<fk-1)

et, en intégrant sur [k — 1, k], il vient :

k

J(k) < J(@dr< flk=1).

k-1

En sommant I’inégalité établie en QS5 pour k variantde 1 an,on a:

n n k n
D fo < Zf fode< Y fle—1)
k=1 f=1 V=1 =1
mais »
D0 =Su=FO), D fl=1)= > () =S,
k=1 k=1 k=0

et, par relation de Chasles :
noork

2

k=1 k—1

f(t)dt=fnf(t)dt=Jn
0

de sorte que

[ Sn_f(O)SJnSSn—L ]

—+00
Supposons que f est intégrable sur R,. Alors pour toutn € N, J, < f f(¢) dt. La premiere inégalité
0

+00
établie en Q6 montre que (S ,) est majorée par f(0) + f f(@) dt. Or, on a établi en Q5 que (S ,) est
0

croissante, de sorte qu’elle converge. Autrement dit, Z f(n) converge.
n>0

Réciproquement, supposons que Z f(n) converge et notons S sa somme. Alors la seconde inégalité

n>0
établie en Q6 montre que (J,,) est majorée par S. Mais, par positivité de f et croissance de 1’intégrale, on

apourtout x e R, :
x Lx]+1
f f(t)dtsf J@dr=Ja <8,
0 0
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X
Ainsi, la fonction F : x f f(¢) dt est majorée et croissante sur R, car dérivable de dérivée f > O.
0

+00
Elle admet donc une limite finie en +oco. Autrement dit, f f(¢) dt converge et, puisque f est positive,
0

feL'®y).

On a donc établi :

fe LI(R+) S Zf(n) converge.

n>0

Posons, pour tout n € N*,

n

k
Uy [ f f()dr - f(k)] = Jp = S+ £(0).
k-1

k=1
D’apres I'inégalité établie en Q6, on a :
0<Jy=8n+ f(0) <Su1 = Su+ f(0) = £(0) - f(n) < f(0).
D’autre part,
n+1
Unet = Uy =y = Iy =S +Su= [ J01dt= fn+ 120
n

donc la suite (U,) est croissante et majorée ; elle converge donc. Autrement dit :

e
Z [ f@)dr - f(k)} converge.

k=1 LJk=1

Q8. a) festdeclasse C*™ et positive sur [2; +oo[ et :

a1 @ +1n(x)

Vx22, f'(x)=-In(x) (xIn(x))?

de sorte que f est décroissante sur [2; +oof.
Par ailleurs, pour tout x > 2, on a :

X X 1-a ¥ 1-a 1-a
f f(l‘) dr = f 1 ln(t)—(l/ dx = |:1n(t) ] _ ln(x) _ 1n(2)
2 o )

l-a l1-—a |
de sorte que :
+00 sia<1
X
lim f(@®) dt = B
g2 In2)"™ sia>1
a —
Ainsi,

+00
f f(t) df converge © a > 1
2

et, d’apres Q7 (la borne inférieure de la sommation et de 1’intégrale étant sans incidence sur le
raisonnement), on a :
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Q9.

b)

b)

1
Z n(ln—n)“ converge & a > 1.
n>2

Remarque : C’est un cas particulier d’intégrale de Bertrand, lesquelles reviennent classiquement
dans les sujets de concours.

n n
En notant S, = Z fkyetd, = f f(¢) dt, le raisonnement effectué en Q6 montre que pour n > 3,
- 2
ona: =2
Sn —f(2) < Jn < Sn—l
donc

Jn+l ZSnSJn+f(2)

et, en faisant tendre n vers +oo, il suit de Q8 que :

1 = 1 1
< Z 5 < + -
In(2) = &4 kIn(k)> ~ In(2) ~ 2In(2)

Posons f : x — — qui est continue, positive et décroissante sur [1, +co[. Alors, d’apres le point (2)

X
de Q7 (en sommant a partir de 2), on sait que :

k
e
Z — df — — | converge
j=2 LV k=1 f k
mais pour tout n > 2, par relation de Chasles, on a :
n k n n n
1 1 f 1 1 1
—dr—-|= —dr— - =In(n) - -

de sorte que

n
1
T, = [ —} — In(n) converge.
k k

Remarque : Lalimite y = lim T, est appelée constante d’Euler-Mascheroni. C’est aussi un grand
n—+0oo
classique des concours, voir par exemple 1’exercice 1 de E3A MP 2018.
n

1
Ona lim 7,=vydonc T, -y = o(l),c’est-a-dire E T In(n) —y = o(l), ot encore :
n—+00 n—+0o

n—+oo
k=1

— = In(n)+vy+o0().
= k n—+o

Puisque In(n) —— +o0,onay+o0(1) = o(ln(n)) donc
+ n—+0o

n—+0oo St
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=1
Z% ~ In(n).
k:1 n—+o0o

Q10. a) Soit n € N*. La fonction g, est dérivable sur R} et

VxeR:, gi(x)= (n =) +x)

" (n? + x2)2
donc on a le tableau de variation :
X 0 n +00
(%) + 0 -
1
2n
0 0
1 .
donc ||gulle, = =—. Mais alors
2n
1 1 1 .
Z llgnlleo = Z 2 Z p diverge
nx1 nx1 n>1
de sorte que :
Z gn ne converge pas normalement sur ]0; +oof.
n>1
g% b) Ici I’énoncé fait uniquement I’hypothése que x est non nul mais il semble raisonnable de supposer

que x est strictement positif eu égard au contexte, ce que nous ferons dans la suite.

La fonction f est dérivable et, pour tout € R,on a:

2xt
(2 + x2)2

fi=

de sorte que f est décroissante sur R,. Alors, pour tout k € N, on a:

k+1 k
f fodr < f(k) < f £ dr
k k—1

et, en sommant de 1 a n, on obtient par relation de Chasles :

n+1 n n
fl flydi< Y fllo) < fo flodr
k=1

¢) Soitn € N* et x > 0. L’inégalité obtenue en b) se réécrit :

n+1 n n
X X X
f 2 2dl52ﬁ5f 2 2dt
1 P+x k% + x 0o F+x

k=1
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n n

mais Z ﬁ = Z gr(x) et

k=1 k=1

X

an ()] = 77
arctan (- || = ——
X 2+ x2

donc cette inégalité se réécrit :

n+1 n & 1
arctan —arctan — < Z gr(x) < arctan —
X x X

et, en passant a la limite en n, on a :

m 1 S
5 arctan p < Z 8k(x) <

T
k=1 2

oo 1 n N . e s 1eis
d) Ona lim 5 arctan — = > donc, par encadrement a partir de 1’inégalité obtenue en c¢) :
X

X—+00

+00
. T
lim [kz; gk(x)] =3

Pour toutn > 1,on a

x
lim g,(x) = lim ——— = 0.
x—0 &n -0 n2 + x2

Par I’absurde, s’il y avait convergence uniforme sur ]0; +oo[, puisque g, admet une limite finie en
400, le théoreme de la double limite impliquerait que

+00 +00
lim [Z gk(x)] = > | lim g.(m)|=0,
wreliE ey N

=0
une contradiction.
En conclusion :

Z gn ne converge pas uniformément sur ]0; +oof.

n>1

Partie II - Contre-exemples

Q11.

a) Soitn € N*, Pour tout ¢ € [n; n+ %] on a2nm < 2xnt < (2n + 1)z donc sin(27xt) > 0 de sorte que

1

a: (M _ | cos(2nt) s _ cos(2nm) —cos((2n + Dmr (- — (-1)2!
fn fde = fn sin(2xt) dt = [T] = o _ —

n

n+1 n+1 1
f f(t)dt = — f sin(2f) df = —
}’l+% n+% T

De méme, on obtient :

donc
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n+1
f fydi =2,
n T

b) Soit x > 1. Par relation de Chasles, on a :

X Lx] X [x]
f [sin(27t)| dt :f [sin(27t)| dr + [sin(27e)| dt Zf [sin(27e)| dt
1 1 Lx] 1

>0
mais, par relation de Chasles et a), on a :

Lx] Lxl=1  ~k+1 2
f |sin(27t)| dr = Z f [sin(27t)] dt = — (| x] - 1).
! k=1 Lk d

R

On a donc bien :

2 (k1= 1).

T

X
f lsin(27t)| dt >
1

2
Ona lim |[x] =+4+ocodonc lim —(|x]— 1) = 400 de sorte que :
X—+00 JT

X—+00

X

lim |sin(27tt)| df = +o0.
1

X—>+00

Ainsi :

f OOf(t) dr diverge et f ¢ L1([1;+0oo]).
1

Attention : f n’étant pas monotone, nous ne pouvons pas appliquer le résultat obtenu en Q7. Et ca
tombe bien car le but de cette partie est de construire des contre-exemples!

Pour tout n € N*, on a f(n) = |sin(27n)| = 0 donc :

Z f(n) converge.

n>1

On a donc construit une fonction f continue et positive sur R, telle que Z f(n) converge mais

nx1
—+00

f () dt diverge. L’hypothese de monotonie est donc nécessaire dans le critére de comparaison
|
série-intégrale.

Q12. Attention : La construction proposée par 1’énoncé pose probleme car il y a une superposition des tri-
angles basés en 1 et en 2. Nous allons donc I’ajuster légerement afin d’éviter cette superposition.

. . 2 . . N
Soit n > 2. Si on pose a, = = alors le triangle de base [n — a,, n + a,] et de hauteur 1 a une aire égale a
n

2aq,x1 1

2 n?’
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En posant f(t) = 0sit E l’allure de la fonction est la suivante :

A

2 3

N —

On observe que cette fonction est continue et positive par construction. En outre,

n+a, +oo 1
f f(t)dt—Zf f(t)dt=2;<+oo
n—ay, )

de sorte que f est intégrable sur [1, +oo].
Pour autant, pour tout n > 2, f(n) = 1 de sorte que Z f(n) diverge grossi¢rement.

n>1
En conclusion :

f est continue, positive et intégrable sur [1, +oo[ mais Z f(n) diverge.

n>1

4% Fin du sujet ***

10 Partagé sur http://maths-concours.fr — Licence CC BY-NC-SA 4.0.


http://maths-concours.fr

