E3A - MPI 2025 - MATHEMATIQUES

Durée : 4h

Exercice 1

Soit f :m = (x1,...,x,) ER" > e eR.

n
Jj=1
1. Etudier I’existence d’extrema locaux de f.

2. La fonction f est-elle majorée ?

3. Démontrer que f admet une borne inférieure que 1’on déterminera.

n
Soit g la fonction qui a m = (x1,...,x,) € R", associe g(m) = Z X;.
j=1
n
Onnote H = g™'({0}) = {m = (x1,...,x,) €R", 3" x; = 0.
j=1
4. Déterminer le seul extremum possible de la restriction de f a H.

5. Montrerque : Y1 € R, e’ > 1 + 1.

6. En déduire que f admet, sous la contrainte H, un minimum global que 1’on déterminera.

Exercice 2

Soit 7 un entier naturel supérieur ou égal a 3. On note dans tout 1’exercice :
— E =Cp[X].
— Aet Bles deux polyndmes : A = X" —let B =X"-X.

Questions préliminaires

1. Enoncer le théoréme de la division euclidienne pour les polynémes.

2. Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de A par B.

3. Déterminer le PGCD des polyndmes A et B.

4. Décomposer les deux polyndmes A et B en produits de facteurs irréductibles dans C[X].
Les n racines distinctes de B seront notées : 21,22, ...,2,—1 €t 7, avec z,, = 0.

On considere 1’application f qui a tout polyndme P de E, associe le reste de la division euclidienne du produit
AP par B.

Prouver que f est un endomorphisme de E.
Soit k € [0,n — 2]. En posant la division euclidienne, déterminer f (Xk).
De la méme fagon, déterminer f (X”’l).

En déduire la matrice M de f dans la base canonique 8 = (1, X, ... ,X"’l) de E.

L *® AW

Calculer la trace de M.
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Etude du noyau et de I’image de f

10. Justifier que le rang de M est égal an — 1.

11. Déterminer une base de Im(f).

12. Déterminer une base de Ker(f).

13. Justifier que Im(f) = {(X — )P | P € C,_»[X]}.

14. Montrer que Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans E.

Eléments propres de f

B n
Soit j € [1,n]. On note P; le polyndme de E défini par P; = X_z ° H X—-z)etR; = f(Pj).
k=1

k#j

15. Vérifier que P; (Zj) #0.

16. Montrer que les racines de P; sont racines de R;.

17. En déduire qu’il existe un scalaire 4; tel que R; = A;P;. Que peut-on alors dire du polynéme P;?
18. Montrer que 'ona: A (zj) = A;.

19. En déduire I’expression de A; a I’aide de z;. On précisera la valeur de A,,.

20. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

21. Retrouver la valeur de la trace de I’endomorphisme f.

22. Déterminer le polyndme caractéristique y y de I’endomorphisme f sous forme développée.

23. En déduire le déterminant de I’endomorphisme induit par f sur Im(f).

Exercice 3

Questions préliminaires

1. Déterminer le développement en série entiere de ¢ — 1—; et donner son domaine de validité.

2. Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiere Z(n + D",

n=0

3. Soit Z a,t" et Z b,t" deux séries entieres définies sur ] — R, R[ (avec R > 0). On note Z cnt" le produit

n=0 n=0 n=0
de Cauchy de ces deux séries entieres. Soit n € N. Choisir sans justification 1’expression correcte de ¢, :

(@) ¢, = Z apby (b) ¢, = Z apby ©) ¢, = Z ayby d) ¢, = Z ayby

p—q=n p—q<n prqs<n p+q=n

4. Soit f une fonction continue sur le segment [a, b].

n—+oo n n

b— n—1 b
Rappeler sans démonstration la valeur de lim a Z f (a +k a)‘
k=0

kskokskosk
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On rappelle que si ¢ est un réel, [#] désigne la partie entiere du réel r et que 'ona: [#f] <t < [tf] + 1 ou

encoret—1 < |t] <t
Pour tout x € R,, on note E, I’ensemble : E, = {m = (a,b) € N?, Va2 + b2 < x}, c’est-a-dire 1’ensemble
des points du plan euclidien R? & coordonnées entiéres positives du disque fermé de centre O et de rayon x.
On pose enfin G(x) = Card (E,).

S.

6.

10.
11.
12.

13.

= 2\
. Prouver que lim —Z(l - —) =-.

Représenter graphiquement £, et déterminer G(2).

1
1/2
En utilisant le changement de variable ¢ = sin(«), calculer I’intégrale : J = f (1 - t2) ! dr.
0

n
Montrer que I’'on a : Yn € N*, G(n) = Z ({ Vn? — kZJ + 1). On pourra s’aider d’un dessin.
k=0

n—+oo n
k=

n—1

n
. Pourn € N*, on pose S, = Z Vn? — k2. Démontrer que S, ~ n’=.
n

—+00
k=0 4

En déduire un équivalent de G(n) lorsque I’entier n tend vers plus I’infini.
Déterminer alors un équivalent de la fonction G au voisinage de plus I’infini.

On définit la série entiere Z a,t" ol a, vaut 1 si n est le carré d’un entier et O sinon.
n=0
Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiere. On notera / la somme de cette série.
h(1)*

+00
On pose, pourt € [ = ]-1;1[, g(t) = T—+ Prouver que : Vt € 1, g(¢) = Z G(Vn)t".
n=0

Un équivalent de g

13.

14. En majorant la quantité

Montrer que I'on a :

Ye > 0,dng € N*, tel que Yn > no,

G(\/ﬁ)—g(n+1) <s(n+1)

g =7 Y+ D"

n=0

, montrer que g(f) N g(l -2
'o1-

—

%% Fin du sujet ***
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